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PREFACIO 


El segundo tomo del libro «Problemas de matemáticas 
superiores para los centros de enseñanza técnica superior» 
contieno tales temas de matemáticas como el cálculo integral 
de las funciones de varias variables, análisis vectorial, ecua- 
ciones diferenciales, conceptos fundamentales de la teoría 
de las funciones de variable compleja, series numéricas 
y funcionales y sus aplicaciones, cálculo operacional. 

El material expuosto en este libro refleja las partes co- 
rrespondientes del programa del curso de matemáticas supo- 
riores aprobado por el Ministerio de Enseñanza Superior 
y Media Especializada de la URSS. 

Al igual que en el primer tomo, en el segundo cada párrafo 
comienza por una introducción teórica breve. A los proble- 
mas propuestos para la resolución individual preceden los 
ejemplos que se analizan detalladamonte. Todos los proble- 
mas de cálculo tienen respuestas; los problemas marcados con 
uno o dos asleriscos vienon acompañados por indicaciones 
para resolverlos o por soluciones. 
| F La particularidad de este libro consiste en que contiene 
problemas que exigen la utilización de ordenndores para resol- 
verlos; estos problemas se dan en las secciones correspondien- 
tes. Luego, la teoría de las series funcionales y potenciales 
generales se expone aplicaudo la teoría de la funciones de 
variable compleja. Este enfoque, a nuestro juicio, permile 
apreciar de un modo adecuado las propiedades de las series 
potenciales y la representación de las funciones por series 
potenciales. Para los centros de enseñanza técnica superior 
en los cuales la teoría de las series se expone por separado 
en la región real y en la compleja, en los puntos correspon- 
dientes del $ 2 del cap. 12 se dan primero los problemas de 
las series con funciones de variable real y en los problemas 
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del $ 3 la variable 2 puede considerarse real, es decir, se 
puede poner z — z. 

Así como en el primer tomo el comienzo de las resoluciones 
de diversos ejemplos se indica con el signo «€, el fin, con 
el signo в» ; y el comienzo de las indicaciones para los pro- 
blemas, con el signo e. 

A pesar de que el trabajo roferente a la composición do la 
recopilación de problemas fue distribuido entre los autores 
por capítulos, cada miembro del colectivo de autores lleva 
nna responsabilidad completa por la recopilación en total. 

El colectivo de autores aprovecha la ocasión para expre- 
Sar una vez más la gratitud a los profesoros Prilepco A. I., 
Trenóguin B. A. y Pojozháev S. Í., jefes de las cátedras de 
matemáticas en los Institutos de Moscú de Ingeniería Física, 
de Acero y Aleaciones y Energético, así como a los colabora- 
dores de estas cátedras que tomaron parte en la discusión 
del manuscrito dol libro y hicieron valiosas observaciones 
mejorando así su contenido. Е: 

Los aulores piden se comuniquen lodas las observaciones 
y deseos referentes al contenido y la collección de los pro- 
blemas a la dirección: 117071, Moscú B-71, Leninski prospoct 
15, Redacción principal de literatura físico-matemática. 


CAPITULO 8 


INTEGRALES MULTIPLES 


$ 1. Integral doble 


1.*Propiedades de la integral doble y su cálculo en coordenadas 
rectangulares cartesianas. Sea la función f (z, y) == f (P) definida y 
continua sobre Ја región cerrada у acotada G del plano Оху, 0, = 
= (Ad, AG, .. ++ AOp} una partición de la región С en subregiones 
elementales Agp, cuyas áreas designamos también por AOp, y sus 
diámetros por dp. Fijemos los puntos P, Є Дод, k= 1, .. u n. La 
expresión 


2 
Sn — Y) f (Pr) Ата 
к=1 


ве llama suma integral para la función 7 (P) por la región б. Si existe 
cl límite de sucesión de las sumas integrales Sp para máx dy -- 0 


<n 
(en este caso n —- oo) y si este límite no depende ni del método de di- 
visión de la región 6 en subregiones elementales Ad), ni de la elección 
de los puntos Р), € Ло), entonces éste se Пата integral doble de la fun- 


ción f (æ, y) por Ja región G y so designa mediante | [| / (e, y) dz dy. 


G 
De este modo, 


Я 
We занаи lim У) i) Ami. 


"S 


Para la integral doble son válidas las propieda 
tividad (véase el problema 4.1). 
cálculo de la integra) doble se reduce a) cálculo de las integra- 
les reiteradas del modo siguiente. Sea la región G (fig. 79) limitada 
or las curvas y = q, (2), y = Te (7), т = а, z= b, además, las 
funciones qy (2) у ту (2) siempre son continuas sobre la, dl y q, (2) < 
< qu (2). Entonces 


s de linealidad y adi- 


fie. mE hum 2) dy, uU 
€ b qiix) 
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con la particularidad de que primero se calcula la integral interna por 
la variable y {x cs parámetro) y el resultado obtenido se integra se- 
gún т. Señalemos que si la curva q (z) (o la curva qs (2) en el inter- 
valo а <= « b está definida por distintas expresiones analíticas, 
por ejemplo, 


iPr рага а<х< с, 
Wh) dio (2) para cz СЬ, 


entonces la integral por la derecha se escribe en forma de suma de dos 
integrales 


b pax) с pals) b qax) 
ўа | te а а \ T yay fas | +в юй. 
à v9 а о) с Фр) 


47942) 


2-00) 


т 
2-90) 


Уе фиш) 
Fig. 79 Fig. 80 


Análogamente, si la región G está limitada por las curvas z = 
= р (y), z == da o» y=oy з 
nuas sobre [c, d] y Y, (y) < Фа (0) (fig. 


== d, y las funciones py u) Y ve (y) 
siempre son conti 80), entonces 
а фий * 
rt заа ay | ле ne. a 
(Я с мо 


La integral doble representada en forma de (1) ó (2) se Пата tam- 
bién integral reiterada. 
Esewpro 1. Determínense los límites de integración por dos modos 


y calcúlese Ja integral doble Z = ur dz dy si la región do integra- 
6 


ción G está limitada por las líneas y = z, у = Å, к= 2 
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«4 La forma de la región G (fig. 81) permite aplicar la fórmula (1) 


рага фу (1) 5, Pa (2)=x, ai, 0=2: 


2 x 2 

dy 1j 
Y aaz f= fe lus] 
1 17х 1 


2 


2) а= (2-5) 


Si para calcular la integral doble se aplica la fórmula (2) entonces 
se debe poner 


1 4 
m {> pra И qoo 


y para 1 <у<1, 


Fig. 81 Fig. 82 


o, 4=2. Entonces 


š 1 Eo 2 HP 2 
1= {аа j E f аа |2 | аа. 
y У y 
G 1/2 | 1 Y 


Es evidente que el primer método de cálculo en este ejemplo es más 
conveniente que el segundo. 

Езвмріо 2. Cámbiese el orden de integración en la integral reite- 
rada 


je |] te na 
0 ити 


«€ Construyamos 1a región de integración G según los límites de 
integración: Y (Y) = —Y t— 9 e (4) —w y=0 y=1 
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(tig. 82). Superiormente la región G cstá limitada por la curva 
Vies para —1<x<0, 

—e para 0<z<1, 
e inferiormente por la curva y = 0. Por esto tenemos 


Фо (0) = 


ўа Y fr, у) у= 


0 1-х 
= {а | зе паја j 10 ndi. » 
-i 0 
1.1. Utilizando la definición de la — doble demués- 
tronse Jas siguientes propiedades suyas: 
a) linealidad: 


We meta 0) dedy= 


| =} #)4вау + feta y) de dy 


d d 


Var 0 асау || f(z, y dzdy Gem 
6 6 
b) aditividad: si G= С, J- Gy entonces 
Tre 0 аву In #@ y ау ||} (а, 1) dedy. 


(а y) 
Calcúlense las егеда reiteradas: 
1 2 2 «УЗ " 
Р хау 
12. faz | (+1) ay. 1.3. faz f El 
0 0 * 0 x 
ПЕ А" 
z 
Е Jas J CEDE 


n/2 «(i eon Ф) 
15 | а | ога. 


б acoso 
D 200 

1.6. de 13 аг. 
Lr 
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Para las integrales reiteradas dadas escríbanso las ecua- 
ciones de las curvas que limitan las regiones de integración 
y constrüyanse estas regiones: 

2 x43 
Te faz j Hz, y dy. 

1 x 
1 2-52 

1.8. | da V f(e, у) dy. 
ES E 
2 ктт 

1.9. {ау j f(z, y) dz. 
0 


Y Via 
140. az | у yd. 
ò Vi 


Para las regiones G indicadas más abajo escríbase la in- 
tegral doble 


WU f(z, y) dz dy 


G 


en forma de integrale: 

1.11. G es un rect 
с (5, 4, ра, 4). 

1.12. G es uu paralelogramo; limitado por las rectas y = 
= 1, y =z—3, y=2, у з= 4. 

1.13. G es una región limitada por las curvas a? -- y? = 
24%. а? = ay (a > 0, y 2 0). 

1.14. G es una región limitada por las curvas y? — ax, 
a+ y? = 2az, y = 0 (a>0, y 0). 

1.15. G es una región limitada por las curvas z? -|- y? == 
= ax, z? + y! = 2az, y = 0 (a 0, y > 0). 

1.16. ¿Sogún qué variable está tomada la integral exte- 
rior en la integral reiterada 


sen distintos órdenes 


ces А (1, 2), B (5, 2), 


\ NT 


t- yz 


¿Cuál es Ja región do integración? 
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Cámbieso el orden de integración en las siguientes inte- 
grales roiteradas: 
6 -34 УТЕ 


1.17. | dz $ Ha, y) dy. 
-i -3- ViZXAx-xi 
1 1-y2 
1.48. | dy f Ha, y) dz. 
ES y?-1 
h y16-sà 
1.19, | dz | fa, у) dy. 
° Vii 
1 Y з 1 
1.20. [dy | f(e, y) ас | dy | fía, y) dz. 
ò vi i D 
xx +2 
2 z 1073 i i 
ым. | de | ла ау | de | Hond 
-2 0 2 Yxi-á 
a a+ Vad-xi 
1.22, {аг $ Fæ de. 
0 У%ах-э% 
vz 12/2 
1.23. dy j Hz, y) dz. 
~ Yi Yi 
T 3 9 10-х 
1.24. jas j fo y) dy+ | dz T fi nas. 
3 Dx 7 9/x 


1.25. Muéstrese que 
а x a а 
{ав | у( u) ау | dy | f(E, y ds 
o 0 0 


y 
y aplicando esta fórmula, demuéstrese la fórmula de 
Dirichlet 


t £ 1 
[az 000) а= {2—00 ар. 
ò ù б 

Calcúlense las siguientes integrales: 
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1.26. fe Ey) dady, donde la región G está limi- 
Kc 
tada por las reclas y=x, z--y—2a, z--0. 


1.27. JV de dy, donde G ез uu trapecio con 


d 
vértices A (4, 1), B (5, 1), C (10, 2), D (2, 2). 
1.28. Vi ey dz dy, donde la región G está limitada por 
d 
las curvas z--y-—2, z* ү y*—2y. 
1.29. \{уагаь, donde @ ев un triángulo con vértices 
Q 
O(0, 0), A(1, 1), B (0, 1). 
1.30. + 2y) dx dy, donde la región G está limi- 
d 
tada por las curvas y==* o у= V z. 
1.31. $ (y dy, donde la región G está limitada 
E 
por las curvas a?=4y, y=1, =0(2>0), 
1.32. y IU. donde la región G está limitada por 
las curvas у= z tg 2, у= х. 
1.33. $ уа 4-22 асу, donde la región G ostá limi- 
a 
tada por las curvas y2—22=a?, za, z—0, y=0(y>0). 
14. |] evdzdy, donde Ja región G ostá limitada 
d 
por las curvas y =e", z—0, y=2. 
1.35*. f] zy dzdy, donde la región ostá limitada por 


G 
ol eje Ox y el arco de la elipso х=а созі, y=b sen t 
(0<t<1/2). 


1.36. ў} тавак, donde la región G está limitada por 
d 


el eje Oz y la onda de una cicloido z—a (t—sen t), у= 
=a (4 —cos t) (0 <21), 


2--0861 17 


1.37. EI dxdy, domde la región G está limitada por 
k 


los ejes de coordenadas y el arco de una astroide z= 
=4 cos? t, y = а sen? t (OS t< 2/2). 

1.38. Hállese el valor medio de la función f (zx, y) = 
== cos? 2 соз y en la región G—((z, y) Oxcexco/2, 0< 


«ys. 
1.395. Estímese la magnitud de la integral 
I= f dzdy 


J 9-- sen? z4 sen? (z y) * 
IES 

1.40. Hálleso el valor medio de la función f (z, y) = 
= 32 + 2y оп el triángulo con vértices O (0, 0), A (1, 0), 
В (0, 1). 


2, Cambio de variables en la integral doble, Snpongamos que 
las funciones 
z= Qu, v) e y = Ņ (u, v) (3) 
realizan una Бб biunívoca continuamente diferenciuble de la 
región 1' del plano Ojuv sobre la región G dcl plano Озу. Esto signi- 
fica, que en la región G existe una aplicación continuamente diferen- 
ciable inversa и = m (т, y) y v = Ж (т, y) y en la región Г el jacobiano 
de trausformación es diferente de сего, es decir, 


0р op 
Ta, у= A » +0(u, йєГ. [2] 
y Ov 


Las magnitudes и y v pueden considerarse como coordenadas rectan- 
ulares para los puntos de la región Г y al mismo tiempo como coore 
lenadas curvilíneas de los puntos de la región G. 

Si en la integral doble 


(ло, marta 


d 


cambiamos las variables según la fórmula (3), la región de integración 
de la integral obtenida será la región que al elegir adecuadamente las 
funciones Ф (и, v) y р (и, Y) puede resultar más simple que la región 
б, además tiene lugar la fórmula: 


е y) dz а= || е, б), би, 0) [(u, voL dudo. (5). 
6 r 


Para calcular la integral por la región T se emplear los métodos, 
expuestos en el p. 1, de reducción de la integral doble a las reiteradas. 
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Ёзвмріо 3. Calcáleso I Y Fy dr dy si la región C está limitada 
d 
por las curvas y2=ax, g*—bz, zy =p, zy =q(U<a<b, 0 «р 9). 


«4 Pasemos a las nuevas variables и у v según las fórmulas y? = 
Entonces 


= uz, ry = v. 
amu t3, ya MS, 
дт 1 Qua, 022 118,113 
Gu, GA, 
p 
-i y ÁO ПИ ya) MÀ 
OS IN apt jaa k, 
aS gun Зи 


17 (u, M= E, para u 2-0. 


Las eeuaeioues de las líneas toman la forma 
h, v= pm t 


а = au 


La región G del plano Ory se transforma en el r 
Empleando la fórmula (5) obti 


O'ur (fig. 83). 


$ B O2 ЖЕУ мр5 
= | RR [=т= mt 
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2* 


Entre las coordenadas curvilíneas las más usadas son las coot- 
donadas polares 
х= тсозф, у == rsen p, 
para las cuales 
cos p —rsng 


es »-[2 9 roso) 7" 
y la fórmula (5) se escribe en forma 
re mazas =$ je coso, rim rar ap. © 
"d [ы 


EyeneLo 4. Pasando alas coordenadas;polares calcúlese la integral 
doble 


fj + еш 
(9 
donde Ја región С está limitada рог la circunferencia z? + y? = 2az. 


Pongamos z == ғ соз p, y = rsen p y apliquemos la fórmu- 
la (б). Puesto que z? + у? = гї, entonces 


y (z*4- y?) dz dy = jy rar dg. 


La ecuación de la circunferencia z? + y? = 2ax se transforma en 
т == 2а cos q. Por esto la región Г es la región limitada inferiormente 
por el eje r = 0, superiormente por la cosinusoide r == 2а cos p, con 


la particularidad de que p q-z 2]. 


Por consiguiente 
m[2 2асовр 


[eee Yu] rm 


-22 0 
58 жыны 22 
pe dq — дал cost = 
G М ) 0 ha j cos! pd 
-2 -i2 
E 3 1 
-sat {сарве 2.1.53 
ò 


Pásese a las coordenadas polares y determínense los lími- 
tos de integración por las nuevas variables en Jas integrales 
siguientes: 

via 


за/л 
1.41. \ dx | IV EFP) dy. 
A c 
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a a+ Va z? 
1.42. faz $ f (2, y dy. 
і 


Vaz 
1 vy 
1.43. {ау \ Fe, y) dz. 
ё уў 


1.44. L \ dz dy, donde la rogión G está limitada 
x 
с 


por las líneas 224-2= Убх, (22-+ y?) — 9 (z* — y^), y= 
=0(y>0, z« V6). 
Pasando a las coordenadas polares calcúlense las siguen- 
tes integrales: 
a via 


1.45. js f edy. 


vazy 


16. {| | += 
4 a 


1.47. veces =Tdzdy donde la región G es wn 


anillo elites dos circunferencias 224-y2=9 y 224 y2=25. 


1.48. fiv donde !la región G es una parte 


del círculo de radio a con el centro en el punto O (0, 0), 
la cual está situada en el primer cuadrante. 


1.49. fien y?) dz dy, donde la región G está limi- 
d 


tada por las curvas 2? -- y?— az, 2? -- y^ = 202, y =0(y>0). 


1.50. 0) IE donde la región G está limitada por 


las curvas z?—ay, z?-- y^ —2a?, y —0(z 0, a7 0). 
1.51. Voz da dy dondo la región G está limi- 


G 
tada por el pétalo de la lemniscata (22 4- j?)? = a? (z? — 


0) (2220). 
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Pásese a las nuevas variables u y v y determínenso los 
límites de integración en las siguientes integrales: 


1.52. у) f(z, у) ахау donde la región С está determi- 


nada por Тав desigualdades 2>0, y>0, z+y<a. Pón- 
ganse и=х-| Y, ag-, uv. 


1.53. to y) ах ду donde la región G eslá limitada 
d 
por las curvas z*--ay, 2% Бу, y? — рт, y? — qx (0<< а « b) 
Ü« p« 4). Pónganse 2?— uy, y* —vz. 
3 3-x 
1.54. IZ [ла y)dy. Pónganso u=2 + y, v — z— y. 
" £ 


Ex 
1.55. y (z, y) dzdy donde la región G está limitada 

с 
рог las curvas ху = р, ху = q, у = ах, у = bz (0 < p < q, 


O0 « а « b). Pónganse и = zy, у = ох. 
Сайсй!епве las siguientes integrales dobles: 


1.56. И| — (c 2 1) donde la rogión G esta 
9 ph 
limitada por la elipse + Ai (pásese a las coordena- 
das polares generalizadas r y Ф aplicando las fórmulas 
z—ar cos q, у= br sen q). 
1.57. fi ec dz dy, donde la región G está dada por 
G 
las desigualdades т> 0, y> 0, x+ у< 1 (realícese ol 
cambio de las Вава еа x = и (1 — 0), y = шо). 


1.58. E ах dy donde la región С está limitada por 

G 
las líneas у = па?, y = 022, у? = pz, у? = да (0 < a <b, 
jase el cambio adecuado de las variables). 


3. Aplicaciones de las integrales dobles, А plicactones geométricas. 
de la región plana G se expresa, en función del sistéma que 
a, mediante las siguientes integrales 


=f | azay (0 
G 
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оп Заѕ coordenadas rectangulares cartesianas, 
sel H} dudo (А 
T 


en las coordenadas curvilíneas. Aquí 


дх дт 
Tu 00. 
I= зё 0 en la región Р. 
т i 
Qu др 


r=a (f*cosg) 


particular, en las coordenadas 
«reos q, y =r Sin ip Lenemos 


s= H rdr dq. (9) 
г 
Езтмьіо 5. Mállese el área de la " 
figura limitada por Jas curvas r= Vig. 84 
=a (А | cos 4) y r= п сов o (a > 0). 
«4 En el plano Огу la figura está representada en la fig. 84. Cal- 
cúlese por la fórmula (9) el área de la parte superior y dóblese: 
m/2  a(!4cosQ) 


‹ =2 [| наара j dy j rdr4- 


“Y a cds 
а (1+соѕ y) n2 
+2 \ de па | (о) ay 
л/2 9 9 
л n2 
де (о) ара | 2 сов p) аф 
луг ò 
a 
m $ (4-2 eos q--cos* ф) dq =a? ( 1-2 son Al + 
1/2 


+a? (2 F2seng m 29) 


[n 
2 4 


Si la superficie suave tiene la ccnación z = 
área de una parte de esta superficie que so proye 
plano (Угу es igual a 


VEA) a 


è 


х, u), entonces el 
en la región G del 


(la función z = f (х, y) es univoca en la región б). 
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EsumeLo б. Hállese el área de una parte de la superficie del para- 
boloide y? + 22 == 2ат que se encuentra entre el cilindro y? = аг y 
el plano z= a (a > 0), 

44 La mitad superior del paraboloide dado se describe por la 
ecuación 2 = y Zar — y^. Tenemos 


К. o-— —Á — H— A 
Ф ya 948 y arcy’ 


AA A = 


ду Zax—y3 ^ 2ах-——у%° 


Ya que la superficie que se examina cs también simétrica respecto 
al plano Oyz, entonces el área buscada se calcula como el área cuadri- 


2 


El 


2) 
Fig. 85 


plicada de una parte de esta superficie situada en el primer octante: 
— a Yox 


eif y Een | ушнаш | х 
G 0 


у=) dz= 


=4 [væra (arcson VE 


а 
— f V бата dro artat = 
9 
" —Í 
= (83 /8аэ5— аз) - 2- (3 3—1). » 
El volumen V del cilindro limitado superiormente por la superficie 


continua z = f (х, y), inferiormente por el plano z == 0 y por los lados 
mediante la superficie cilíndrica plana que corta en el plano Ozy la 
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región G, se expresa por la integral 


у= (е, y) dz dy ai) 
G 


(la función f (z, y) > 0 es unívoca cn la región C). 
EJENPLO 7. Hóllese el volumen de euerpo limitado por las su- 
perficies y = yz, y = 2V7, z + z= 4, 3 = 
«4 El cuerpo dado cs un cilindroide limita 
4, inferiormente por el Jd 0 y por los lados 
mediante los cilindros rectos y 3 5 н. 85, а). La 
región de inte; ión está representada pe id fig. 85, 
Tenemos: 2 = 4 — =, 


о superiormente por 


el plano z + 


4 2Vx 
Ha fanda È ar f. (4 —2)dg— 
є ò Ys 


4 4 
=| (Y 3—V3)dz= P —3) y idem 
n 0° 


( P ES = 


$ 


1.59. Hállese el área de la figura limitada por las curvas 
y? = дах + ба? y 2 + у == 2а (a > 0). 

1.60, Hállese el área de la figura limitada por las curvas 
ry=4yx+y=5. 

1.61. Hállese el área de la figura limitada por las 


curvas => x=2y, z=0 (а> 0). 

1.62*. Hálleso el área de la figura limitada por las cur- 
vas 224 у? = 2az, z? -+ y = 2bz, y=x, y — 0 (0< 
<a< 5). 

1.63. Hállese el área de la figura limitada por las curvas 
r = а (1 — cos ф) ут = а (fuera de la cardioide). 

1.64. Hállese el área de la figura limitada por las eur- 
vas (22 + y?)* = 2a? (e — 0%) y 2 +1 2aa. 

1.65*. Hállese el área de la figura m por el bucle 
de la curva (х= + y) = az? y que so encuentra en ol primer 
cuadrante (а > 0). 

ip «Неее el área de la figura Jimitada рог la 

z2 


curva Ah +) =: 
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1.67*. Hállese el área de la figura limitada por las cur- 
vas y? = ах, y! = bz, ту? = а, пу? = а? (0<a<b, 
(0 * m « n). 

1.68*. Hállese el área de la figura limitada por las cur- 
ne = pz, у? = qx, y = az, y =br(0<p<q0<a< 

1.69. Hállese el árca de una parte del plano = + y + 
+ z = а, que está cortada por el cilindro y? = ax y el pla- 
no z = а. 

1.70. JTálles: 
cilindro 22 -| 


e el área de una parte de Ja superficie del 
а? que está cortada por el cilindro y? = 


= а (a — x). 

1.71. Hállese el área de una parte de la superficie del cono 
а? 4- 22 == y? que está cortada por el cilindro y? = 2px 
(p > 0). 


1.72. Hállese la superficie tota] del euerpo limitado por 
los cilindros 2? = ay, 2? = ay y el plano y = 2a (a > 0). 

1.73. Hállese el Área de nna parte de la superficie del 
cono 2? | z? = y? que está cortada por los planos a — 0, 
æ+ y = 2a, y 0. 

1.74. Hállese el área de una parte de la superficie del ci- 
lindro a? + y? = 2ax% que está cortada por el cilindro 22 = 
- A 2a — a). 

. Hállese el área de una parte do la eslora 2 ++ 
E RA = p que está dentro del cono 2° -+ y? = z*. 

1.76. Hállese el área de una parte de Ja superficie del 

paraboloide z = т? — y? que está entre los paraboloides 
= 322 + y — 2 у 2 = За? + у — 4. 

1.77. Hállese ol área de una parte do la esfera z? + y? + 
+ 22 = а? que se corta por el cilindro сол lás genoratrices 
paralelas al eje Oz; la rosácea de tros pétalos r = a sen Зр 
sirve de directriz de éste. 

1.78. Hállese el área de una parte de la superficie helico- 
idal 2 = a arctg т que se corta por el cilindro a? + y? = A. 

1.79. Hállose el área de una parte'de la esfera z? + y? + 
+ 22 == situada entre los planos 2 s12 y у2=у (22-0, 
w> 0). 

1.80. На lese el área de una parte de la superficie del co- 
no 2? + 2? que se corta рог un cilindro con genera- 


trices paralelas a! оје Oz; la cardioide г = а (1 + cos q) 
sirve de directriz de éste. 
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1.81. Hállese el área de una parte de la esfera 22 -+ y* + 
+ а =a que se corta de ésta por el*cilindro (z? - y?)? = 
= а% (a — 

Hállense los volúmenes de los cuerpos limitados por las 
superficies indicadas: 


182. Le, E (>). 


1.83*. 22 — 22 = a, 2 — у = а, 2 «ү (а> 0). 

1.84. y = 2, 2 =y, 24- y == 2. 

1.85. z? — y? = 2az, a? py = а?, z= Ù (dentro del 
cilindro; а > 0). 

1.86. z? + y? — 202 = — a, 2 (2% - y?) — 22 = а? 
(a > 0). 

187. т = се E), 41 (a>0,0>0, 0>0). 

1.88. a3? py? = 22, E yt— — isi d 

a a a a 

1.89. + ir 1, A4 + =i (a 2 0, b>0, 
e 0). 

1.90%, z:= zy, zy = 1, zy —2, y? — 2,0 = Эт. 

1.941*. z = 2? + у, zy = 1, zy = 2. у 
z=0, (20. y 0). 

APLICACIONES MECANICAS. Si una placa ocupa la región G del 
plano Ory y tiene una densidad superficial variable y == y (7, y), 


entonces la masa М de la placa y sus momentos estáticos My y My 
respecto a los ejes Oz y Oy se expresan mediante integrales dobles 


ж, y = 22, 


м= f se azan 
j. 


mf yy (2, y) dz dy, (12) 
6 


n) zy (2, y)dedy. 


Las coordenadas del centro de masas x e y de la placa se determi- 
nan del modo siguiente: 
zy (x, y) dz dy | | үк, y) dx dy 
20, y y- 3s yn (з 
Муру, pas! м руб, даду 
G с 


I= 
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Los momentos de inercia de la placa respecto a los ejes Oz y Oy 
son, respectivamente, iguales a 


= | tres лей, 
6 


n-V me y) de dy, ii 
G 


y el momento de inercia respecto al origen de coordenadas (momento 
de inercia polar) es igual 


Tom Vy etm ves ded Le Ty. (5) 
"d 


Si la placa es homogénea entonces en las fórmulas (12)— (15) se debe 
poner y (а, y) = 1. 
EsemeLo $. Hálleuse las coordenadas del centro de masas de Ja 


placa homogénea limitada por las curvas ау = z*, х + y = 2a (а 0). 


Fig. 86 


4 Las líneas se cortan en los puntos M, (—2a, 4а), Ma (a, a) 
(fig. 86). Por esto se puede escribir: 


a 2a-x 
s= || = {ж | dy 
G -2a ха 
a 23 
=(202-- $32 
а 2a-x a 


E. i 
ма | | y az dy= je f dy f (00927) = 
G -2a xfa = За 


z} 
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1.92. Hállese la masa de una placa redonda de radio Л si 
su densidad es proporcional al cuadrado de la distancia del 
punto hasta ol centro у es igual a ё en el borde de la placa, 

1.93. IIállense los momentos estálicos respecto a los ejes 
Ox y Oy de la figura homogénea limitada por la cardioide 
r =a (1 + cos q) y el eje polar. 

1.94. Hállense las coordenadas del centro de masas de 
una figura homogénea limitada por las curvas y? = az, y = 2. 

1.95. Hálloso la masa de una placa quo tiene forma de un 
triángulo rectángulo con catetos OB = a y OA = b, si la 
densidad en cualquier punto es igual a la dislancia del pun- 
to hasta el cateto OA. 

1.96. Hállense los momentos estáticos respecto a los 
ejes Ox y Oy de una figura homogénea limitada por la sinuso- 
ide y = sen z y la recta ОА que pasa por el origen de coorde- 
nadas y el vértice A (7/2, 1) de la sinusoide. 

1.97. Hállense las coordenadas del centro de masas de 
una figura homogénea limitada por las curvas xy = а?, y? = 
= Baz, т = 2a (a > 0). 

1.98. Hállense los momentos de inercia de un triángulo 
homogéneo limitado por las rectas ж + y = 1, z -+ 2y = 2, 
y = 0 respecto a los ejes Oz y Oy. 

1.99. Hállense Jas coordenadas del centro de masas de 
una figura homogénea limitada por el bucle de la ситуа r = 
= asen 2p que está situado en el primer cuadrante. 

1.100. Hállense los momentos de inercia do una figura 
homogénea limitada por la cardioide r = a (1 + cos q) con 
respecto a los ejes Ox, Oy y con respecto al polo. 

1.101. Hállense los momentos de inercia de una figura 

zt 


homogénea limitada por la clipse $ za = 1 con respecto 


a los ejes Ox, Oy y соп respeeto al origen de coordenadas. 
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1.102*. Hállense los momentos de inercia de una figura 
homogénea limi por las cur y аг у = а, = = 

а) respecto al origen de coordenadas, 

b) respecto a la r 

1.103. Hállense Jos momentos de inercia de un triángulo 
limitado por las rectas 2 + y = а, £ = а, Y = a, con respec- 
Lo a los ejes Ox, Oy y соп respecto al origen de coordenadas, 
si la densidad es proporcional а la ordenada del punto. 

1.104. Hállese el momento do inercia de una figura homo- 
gónca limitada por la lemniscata r? = a? cos 24 respecto al 
polo. 

1.105. Hállense los momentos de incrcia de un sector 
circular homogéneo de radio a, con el ángulo о on el vértice 
(que coincide con el origen de coordenadas), con respecto 
а los ejes Ох y Oy. 

1.106*. Una placa, fina tiene forma, de anillo circular 
con radios R, y Ry (It, < Н). El calor específico de la placa 
varía según la ley e — | zy |, la densidad es constante eigual 
a y. Hállese la cantidad de calor Q recibida por Ja placa al 
calentarla desde la Lemporatura £, hasta la temperatura tz. 

1.107*. Sobre una placa fina que tieno forma de segmento 
parabólico con base 2a y altura Л, está distribuida una carga 
eléctrica con una densidad superficial de о = 2x + y. 
Hálleso la carga total Æ de la placa. 


$2. Integral triple 


1. La integral triple y su cálculo en coordenadas rectangulares 
cartesianas. Se ilama integral triple de una función continua f (х, y, 2) 
sobre una región espacial cerrada y acotada T, al límite de la sucesión 
de las sumas integrales tridimensionales correspondientes, cuando cl 
mayor de los diámetros d, de las regiones elementales Au, tiende al 
cero, si este limile no depende ni del procedimiento de partición de 
la región T en subregiones elementales Ary, ni de la elección de los 
ри п105 intermedios: 


уре оаа Ша б ne зањ, 0) 
T a” h=0 


donde (ж, jj, z;) € Avy- Con Ару se désigna tanto la región elemental, 
como su volumen. Las propiedades de las integrales triples son seme- 
jantes a las de integrales dobles. 

El cálculo de la integral triple en coordenadas cartesianas se re- 
duce al cálculo sucesivo de una integral simple y una integral doble 
o al cálculo de tres integrales simples. Si, por cjemplo, la región de 
integración 7 está acotada por abajo por la superficie z == q, (=, y), 
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le, 1) y por 
1 plano Олу 
la por la fór- 


po arriba por la superlicie z = a (e, y) (фу (e, y < 
los lados mediante los cilindros rectos, cuya sec 

es la región G, entonces la integral triple (1) se 
таша 


i8 FG, y 2) dz dy da= i dzdg Y: t Hey add. (2) 
T © iG, V) 


Escribiendo la integral doble respecto a la región € con ayuda de 
una de las integrales reiteradas, obtenemos: 


} э eis 
We » 2) dz dy da= | dz | dy j Не, y, drm 
T a wx) Фу) 
а 500 av 


=f a ја | fenaa 6 
с X) atv 


EjEMPLO 1. Calcúlese f 7 si la rogión T está limi- 


tada por los planos z+4+-y-+2=1, 2=0, y=0, 2=0. 
«4 Tenemos 


fmm jn To Y ram 
i-x 1 1-х 
—i—y) = 
is j (ay? dy 
== 0-2% 


FL 


Pónganse los límites de integración en la integral triplo 
| f Gr (2, y, 2) dz dy dz para las regiones indicadas 7: 


T 
2.1. La región T es un tetraedro limitado por los planos 
22 4 3y + 4z = 12, z = 0, z = 0. 


2.2. La región 7' es el interior del elipsoide A 
з 22 
AAA 
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2.3. La región T está limitada por las superficies y2 + 
+ 222 = а=, 2=2. 
Calcúlense las integrales: 
vara 


за. jas ja j zdz. 


9 
2.5. MI y+2) ах dydz, donde T es un tetraedro 


T 
limitada por los planos =4-y+2=a, х=0, y=0, 2—0. 
з Rm rx 
2.6. [dz] dy j zdz. 


Е 


ò à 


27. ||| aus dz dy as, donde la región 7' está limitada 
El 
por las superficies y = z?, x= у, 2 = 


0. 
I Cambio de variables en la integral triple, “si en la integral 
triple 


fe у, s) dz dy ds 


se cambian las serias según lus fórmulas z = z (u, v, w), y = 
= y (u, v, ш), 2 = z (u, о, ш) y además las funciones z (и, v, ш), 
y (и, v, ш), z (u, ш, ») realiz una aplicación biunívoca de la región 
T del espacio Окул sobre la región 7, del espacio О; иш y el jacobiano 
de transformación uo se арша en la región 7: 

LO Ae Y 

ди б дш 


|200) Ly „ду, 
e lr e |0 
ð дё д 


Ju 00 Өш 
entonces es válida la fórmula 


ре y, 2) de dy da 


i 
ff tetas os wh yin 0, w), alu, 0, wp 17 [dudodo. (4) 
LN 


Las coordenadas curvilíneas Qs шайы son las coordenadas cilíndri- 
саз r, p, 2 (fig. 87): z = ro n Ф, z = z, cuyo jacobiano 


es / == г, y las coordenadas poH г "dongitud de del radio vector), p 
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(longitud), @ (latitud) (fig. 88): z = r eos ф cos 0, y = r sen p cos 0, 
z= rsen 0, cuyo jacobiano / = r? cos 0. La fórmula (4) toma, res- 
pectivamente, la forma 


be Y 2) dz dy de= | сое, rsenq, 2) rdr dg dz 6 
ы T. 
We. y, 2) dz dy dz— 
T 


= || tss, r sen p соз Ө, г sen Ө) r? cos 0 dr dq 40. (6) 
‚| 


Fig. 87 Fig. 88 Fig, 89 


EsembLo 2. Pasando a las coordenadas cilíndricas calcúlese 
WT s V SEP dz dy ds, dondo la región T ost dada por lus desi- 
т 


gualdades OS z S2, 0< y S Y 2228, n< <a (fig. 89). 


44 Ya que la ignaldad y = V Zr — 25 en el sistem 
nadas cilíndricas toma la forma r= 2 cos q (f 
tonces según la fórmula (5) 


UU dium: ri адрас = 
y2 zeoe 
1 а j rdr= 


а de coorde- 
qui, en 


3-0861 33 


Езвмріо 3. Pasando a las coordenadas esféricas calcülese 
(22 -I- y2) dz dy de, si la regió’ T es una semiestera а? 4- y? + 
f 
4-26 Н?, 2 . 
Para là región 7, los límites de variación de las coordenadas 
esféricas son: 0 < ф л, 00 2 0<r<M. Según la 
fórmula (6) tenemos: 


|!) (къу) de dy da — И r2 cos? 0.2 cos dr dg 40 = 


Vy 


T т, 
2л лу R 
= [a \ cost 040 | rt ar =- ал. » 
1] 0 0 


Calcúlense los integrales: 


oyi VE Gala 
2.8. $ dy j dz j V3 0 ас, pasando a las 


i ò 
coordenadas cilíndricas. 
2.9*. 15) бш pasando a las coordenadas es- 


VETSTS 
féricas, si T cs el interior del sector esférico con el cen- 
tro en el origen de coordenadas, radio a y el ángulo en 
el vértice 2a (0<9< n). 


а a a 
2.10. faz j dy j pasando a las 
T^ ua Aen 


coordenadas cilíndricas. 
U 

241. | de 

x" 

coordenadas esféricas, 


VITA 


‚3. Aplicaciones de las integrales triples. El rulumen Y de una 
región espacial 7 es igual a 


€ dz dy de. 


La masa М de un cuerpo eon den 


1 ad variable y (r, y, z) que 
ocupa Ja región 7 es: 


wu të 
= Wives y, 2) dz dy dz. 
$ 


Los momentos estáticos de un cuerpo, respecto a los planos coor- 
denailos son: 


м. | е y, авара, 
T 


Las coordenadas del centro de masas de un cuerpo son 


My; 


MES 2. M sy 


|y M И» 


Los momentos de inercia do un cuerpo respecto a los ejes de coor- 
denadas son 


WW (024-22) y (7, y, 2) dz dy dz, 
T 
f 


„= 


W (242) y Gs у, 2) dz dy dz, 
Ж 


1555 (224 y?) y (т, y, 2) de dy dz. 
T 


,, 8i el euerpo es homogéneo entonces en las fórmulas indicadas más 
arriba hay que poner y (z, y, 2) — 1. 


EJEMPLO 4. Hállense las coordenadas del centro de masas de Ja 
semiesfera z? + y? - z' < R°, 2 > 0, si la densidad en cada punto 
es proporcional a la distancia de osle punto hasla el centro. 

44 Tenemos y (z, y, 2) = ky F y 2 y а consecuencia de 
la simetría т = у = 0. Realicemos los cálculos en las coordenados 
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esféricas: 


May k ME ИЕ Ей dsdydsk Hu nx 
a 2л m2 A R 


X son Ө cos O dr dp dð = k | dp | айз oe pem. 
° о 
MN ҮТЕ ТЕ de dy di=k je 
T ' 
2л 2/2 R 
x cos 0 dr dp a0=k | de j созо 49 | ar = 
0 0 0 
Му _2 


1 * 
=3 ems z=- "F7 В. 
2 
Do este modo C (o, 0, ES R). > 


2.12. Hállose el volumen de un cuerpo limitado por las 
superficies z = 2° + y*, 2 = 2 (£? + y). y=x y* = Е. 

2.13*. ¿Para que valores de a el volumen de un cuerpo 
limitado por las superficies 22 -+ y? = az, 21° + y? = az, 
z — 0 es igual al número dado V? 

2.14*. Hállese el volumon de un cuerpo limitado por la 
superficie cerrada (22 -- y? -+ z*)* = 2 azyz (a 2> 0). 

2.15*. Hállese el volumen de un cuerpo limitado por 

iai да (29.0 EE 
la superficie cerrada (Fr =r tF" 

2.16.* Hálleso ol volumen de un cuerpo limitado por la 
esfora 22 + y? + z? = 4a? y el paraboloide a? + y? = Зал 
(dentro del paraboloide). 

2.17*. Hállese el volumen de un cuerpo limitado por la 
superficie cerrada (2° + y? + 2%)? = a?z (a > 0). 

2.18. Hállense la masa y la densidad media de un cuerpo 
limitado por las superficies a? + y? —2*— 02,2 =0,2=4>0, 
si la densidad en cada punto es proporcional a la coordenada 3 
y en el plano 2 = a es igual a yo. 

2.19. Hállense la masa y la densidad media de un cono 
circular que tiene por radio de la base R y por altura H, si la 
densidad en cada punto es proporcional al cuadrado de la 
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distancia del punto hasta el plano que pasa por el vértice del 
cono paralelamente al plano de base y en el centro de la base 
es igual a yo: 

2.20. Hállense la masa y la densidad media de un enorpo 
limitado por las superficies z? — y? = az, z*-| y? == a?, 
z = 0 (2 > 0) si la densidad en cada punto es proporcional 
a la coordenada z y el valor máximo de la densidad os ignal 


а Yor 

POR Hállense la masa y la densidad media de la capa 
esférica entro Jas superficies z? + y? + 2? = a? y a+ y* -.- 
+ 2? = 4a?, si la densidad en cada punto es proporcional 
al cuadrado de la distancia del punto hasta el origen de 
coordenadas y el valor máximo de la densidad es igual a үү. 

2.22. Hállense la masa y la densidad media del segmento 
del paraboloido de revolución que tiene por radio dela base R 
y por altura H, si la densidad en cada punto es inversamente 
proporcional a Ja raíz cuadrada de la distancia desde ol punto 
hasta el plano de la base del segmento y en el vértice del 
segmento es igual a yg» 

2.23. Mállense la masa y la densidad media de una bola 
de radio R, si la densidad en cada punto es inversamente pro- 
porcional a la distancia desde cl punto hasta uno de los diá- 
metros de la bola y en la circunferencia del círculo grande 
situado en el plano perpendienlar и este diámetro es igual 


Yo- 
2.24. Hállense las coordenadas del centro de masas de 
un cuerpo homogéneo limitado por las superficies 2 = E 


(y? — 22), 2 = 0, у = a, у = 0 (а> 0, h> 0). 
2.25. Hállense las coordenadas del centro de masas de un 


cuerpo homogéneo limitado por las superficios y = Lea, 
z=} (by), 2=0(0>0, b 0 в 0). 

2.26. Hállense las coordenadas del centro de masas de un 
cuerpo homogéneo limitado por las superficies 2 = + (2? + 
+ 0), 2 = Н. 

2.27. Hállense las coordenadas del centro de masas de un 
cuerpo homogénco limitado рог las superficies z = 
<= VA у, в = H (Н: > 0, noo. 

2.28. Hállense las cordenadas del centro de masas de la 
semiesfera z? + y? + 22< R?,2>0, si la densidad en cada 
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punto cs inversamente proporcional а la distancia del punto 
hasta el origen de coordenadas. 

2.29. Hállese el momento de inercia con respecto al eje 
Oz del cuerpo homogéneo de densidad y, limitado por las 
superficies y = 2522, 2 = 0, 2 = $ (Ф— 9 (220, 62 0, 
h 


0). 

12.30. Hállese el momento de inercia del segmento homo- 
géneo del paraboloide de rovolución de densidad y y de radio 
dela base R y altura H. respecto a su eje de revolución. 

2.31. Hállese el momento de inercia de una esfera de ra- 
dio R con respecto a su diámetro, si Та densidad en cada punto 
es inversamente proporcional a la distancia del punto hasta 
el centro de la esfera y en la superficie de la esfera es igual 


a Yo 

2,32**, Hállese cl potencial de Newton U de un cuerpo 

homogéneo de densidad y, limitado por el elipsoide de revo- 
з 
lución I— x 1, en su centro (b > a). 

2.33**. Hállese la fuerza de atracción que ejerce uri cono 
homogéneo de densidad y, altura H y radio de la base R so- 
bre el punto material situado en su vértice y que contiene una 
unidad de masa. 

2.34. Hállese el momento de inercia respecto al eje Oz 
de un cuerpo homogéneo de densidad y, limitado por las 


superficies 2 — 2 (y) — 2?), 2 = 0, y = жа. 


2.35. Hállese el momento de inercia del cono circular 
homogéneo de densidad y, radio de la base / y altura H con 
respecto a su cje. 


$ 3. Integrales múltiples impropias 
4. Integral respecto a la región Infinita. Sila función f (z, y) es 
continua en una región infinita С, entonces, según la definición, 


H 16, y dzdy= lim, | 1G. y dz dy W 


donde D es una región finita que está situada totalmente en la región 
G, además D — G significa que la región D se extiende arbitraria- 
mente de tal modo que entre y quede en ella cualquier punto de la 
región G (extensión exhaustiva). Si oxiste un limite finito (4) que no 
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depende de la elección de la subregión P y del procedimiento de ex- 
tensión D — G, entoncos la integral impropia Hr, y) de dy se 


llama convergente; en el caso contrario, di- 
vergente, 

Análogamente se determina la integral 
triple por la región infinita. 

Si f (z, y) > 0, entonces para la conver- 
gencia de la integral impropia es necesario 
y suficiente que el límite (1) exista por lo 
memos para una sola extensión exhaustiva 
de la región G. 

EsEMPLO 1. Calcúlese la integral im- 


propia 
j dz dy 
y 
6 


donde C es una región determinada por Fig. 90 
las desigualdades z 2» 1, y > 2%. 
+4 Supongamos que la subregión D (fig, 90) está dada por las 
doen dades 1xzrxa xx y«b, donde, a — +o, b -> +00, 
ntonces 


TEE tsm y E lím D 
G "D i 


БЕТ ору 


Caloúlense las integrales impropias: 
3.1. ў == ; donde G es una región determinada рог 
6 
las desigualdades z221, xy>1. 
dz d, 

3.2. j EFIT’ donde G es una región doterminada 
р las desigualdades 224 y2>1 (parte oxterior del círcu- 
о). 
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3.3. Maa donde 7 сз una región deter- 
minada рог la desigualdad 2?%+y?+22>1 (parte exterior 
de la esfera). 


0 LJ e 
Investíguese la convergencia de las integrales impropias: 


3.5. 5 sen (22 + y?) dz dy, donde G es una región deter- 


minada por las desigualdades z>0, y>0. 
3.6. + , donde G es una región determi- 
AS 

nada рог la desigualdad 2?24-y2>1 [(parte exterior del 


círculo). 

2. Integra! de una función discontinua. Sea la función ў (2, y) 
continua en la región cerrada y acotada G todos los puntos, ex- 
cepto el punto Po (те, y) (o la Tinea Z). Si existe el límite finito 


lim fre y)dzdy. 


е 
donde G es una región obtenida de G eliminando в-спіогпо de] punto 
Ро (e-entorno de la línea Z, respectivamente), entonces este límite 
se llama integral impropia de la función f (x, y) por la región G y se 


designa mediante ff Í (æ, y) dz dy, ез decir, 


6 
||, mazay=tím Tre mazas. Q) 
d 6-0 a 
La integra] (2) en este caso se llama convergente. Si 
ln ff Í (æ, y) dz dy wo existe o es igual a оо, entonces 
“т, 


y 
f f f (> y) dz dy se lama divergente. 


© 
De modo análogo se determina la integral triple de la función 
discontinua. 


EJEMPLO 2. Investíguese la convergencia de la integral impropia 


de dy x 
2% | a0, donde G es un círculo z*--y? «c1. 
8 (ata?) pe 
4 El origen de coordenadas es un punto de discontinuidad de la 
función —-—, Elimipemos de G el e-entorno del origen de coorde- 
(24у) 
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as de 
gen por 


nadas. Entonces la región C, es un 
radios y £. Pasemos a las coorde: 
lar de la región б): 


[ott eff hte а 
G E r 


aq y 
25 1 
=lím аар IE prre 
ga э е-0 y 
T t 
„20-9 р ie ( рага c « 1, 
aim do |, аа EL —={ 
EXE -a |l —e mna. 


Para a=1 tenomos: 
dra “ыра 
py eze =н f a GE mam Iim lu ra= Ho. 
T 8-0 y d є-0 


Así pues para о < 1 la integral convergo y es igual a Tu » 


Calcülense las integrales impropias: 
зл. $ n donde G es un cuadrado Oc;z«1, 
G 


> 
0<у<1. 
3.8. vr gs => , donde G es un círculo 22+ y? 1. 


3.9. ът 


+. 
Investíguese la convergencia de las integrales impro 
pias: 
3.10*. fm. donde G es un triángulo 0<x<1, 
G 


= dzdy, donde G es un círculo z?.- 


—y' 
0<y<z. 
dz dy dz à: 
3.11. 8 Way donde 7 es una esfera z?-|- 
Ty Ez. 
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$ 4. Cálculo de las integrales 
dependientes de un parámetro 
1. Integrales propias dependientes de un parámetro. Si la fun- 


ción f (z, y) está definida y св continua en el rectángulo a < х < b, 
А < y < В, entonces la integral 


b 
Ро) res de ( 


se Hama integral dependiente del parámetro y es una función continua 
en el intervalo [A, Bl 


La integral de una forma más general 
мр 
во | fos дае a 
p 
se llama también integral dependiente del parámetro y es una fun- 
ción continua del argumento y en el intervalo [4, D]; si f (£, y) es 
continua en el rectángulo а < » < b, А < y sz В, q (y) y Y (y) son 


continuas para y € [4, B] y sus valores «e contienen en cl intervalo 
a, bl. 


EsempLo 4. Calcálese el límite 


1 
lím i Er 
PD TORE 


+4 Analicemos la integral siguiente dependiente del parámetro y: 


1+» а 
z 
к= lam 
(1) 


Ya que los límites de integración, así como la función subintogral son 
continuos para cualesquiera valores de sus argumentos, entonces 7 (y) 
es una función continua. Por eso 


И] 


Ме? ШЕ n 
= | трат аге! |! 


Si f (z. у) y fí (e y) son continuas en el triángulo a < z « b 


A x y x В. entonces para la integral (1) es válida la fórmula de di- 
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ferenciación bajo el signo de la integral Uórmula de Рећи 


b 


А 
ра Me да | у, mes. a 


2 


Si en (2) рага las mismas condiciones de f у fý los limites de integra- 
ción Ф (y) yv (0) son diferenciables cuando y € (4, B), entonces es 
válida la fórmula: 


d v 
Pu) ande 
ow) 
vo 
фи, ov e.t. oe Go | fpe nm 0 
qo) 
EyempLo 2. Hálese /' (y) si 
cosy 
F(y)= j et Ve, 
seny 


4 Ya que la función subintegral eY 152 оз continua on el 
dominio de definición junto con su derivada parcial respecto a y, 


igual a V/i—23 e VIE у los límitos de integración son también 
funciones diferonciables. entonces se puede aplicar la fórmula (4): 


F' (yy es e VETO gon y el VT-SERTU cos y4- 
созу 
+ | иша, VTT de= (arisen vl son y 
són 
cos y 
4 0198 01 cog y) + VITA w VT 4, p 
són y 


Si f (e, y) es continua en el triángulo a <s Eb A « y & B. 
entonces para la integral (f) es válida la fórmula de integración respec- 
to al parámetro y Бајо el signo de la integral: 

B B b ь в 
лота fav rs ninm n | fee, mas. (5) 
A А а А 


EJEMPLO 3. Calcúlese la integra! 


1 
\ ah— ya 


dz (>а 0), 
Ing 
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^ Observemos que 


Entouces la integral buscada toma el aspecto 


b b 
dos fas Ton. 
T 


å 


4 
zb— za 
= 


La función subintegral f (r, y)  z es continua еп el triángulo 0 < 
<Y<1t, а «С y < b, por eso se puede utilizar la fórmula (5): 


1 b b 1 b 

1 bui 
fae f avau= jare T yep zH > 
0 a a 0 a 


Calcúlense los siguientes límites: 
2 


44. lím ўа cos zy dz. 
v=o 


П 
4,2. lím | MEETA 

y» s 

0 
х 

4.3. Lim 4| Q(z-4-h)—f(z) dz, si f(x) es continua 

һәй 
| segmento а, b] (aA<0<zx<b) y f(0)=0. 
Diferénciense Jas funciones: 


44. Py = | ALE as, 


еп 


4.6. F(y= j eur dz, 


v 
y 


47. F(y)= | e—a) sen zy dz. 
ГА 
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4.8. Hállese Fi, si 
xy 
Ft й— | (40 104, 
xA 


donde f(t) es una función diferenciable, 
4.9. Sea f (х) una función dos veces diferenciable y F (х) 


una función diferenciable. Demuéstrese que la función 
xtat 


иба, 2) 3 (a+ eat) | РО) ау 


x-al 
satisfaco la ecuación de oscilaciones de una cuerda 
ди __ z 3u 
jm “= xx 
4.10*. HáHlense las derivadas de las integrales elípticas 


totales 


(0<k< 1) 


y exprésense mediante [as funciones £ (X) y F (k). 
Integrando bajo el sigao de la integral calcúlense las 
integrales: 


441. j sen (ln +) та (2-4 de. 
0° 
i 


232 (2-1) dz. 


à 
4.13. Demuéstrense las fórmulas: 
à 


a) |е) 2d2=E (1) (11) (o, 


0 
h 


5) f E (2) z dz = (4-12) E (k) — (1 — М) F (9), 


в 


donde Z (k) y F (k) son integrales elípticas totales (véase el 
problema 4.10). 


2. Integrales impropias dependientes de un parámetro. La inte- 
gral impropia que depende del parámetro y, es decir, 


T 
ро V таг, (6) 


donde la función f(z, y) es continua en la región a S = < -+ oo, 
эу у < уз se Mama uniformemente convergente оп el intervalo 
Uns va), si para cualquier £ > 0 existe B = В (e) tal que para cual- 
quier b >R (v) 


E 


|} юш |<. 
b 


para cualquier y € ly gel. 

Si Ja integral (6) es convergente uniformemente en el intervalo 
[уз у], entonces es una función continua y en este intervalo. 

с modo análogo se define la convergencia uniforme de la inte- 

gral impropia de la función no acotada, que depende del parámetro. 

Al investigar la convergencia uniforme de jr integrales depen- 
dientes del parámetro, a menudo se emplea la siguiente afirmación: 

CRITERIO DE WEIERSTRASS Para que la integral (6) converja uni- 
jormemente es suficiente que exista una función Р (>) independiente del 
parámetro y, tal que 


а) |J(, y) | SF (z) з ажа < оо, 
+оо 
b) f F (z) dz <+ о. 


La función F (х) se llama mayorante para / (x, y). 
EJEMPLO 4. Demuéstrese la convergencia uniforme de la integral 
siguiente: 


dz, —œ <y <4 oo. 


+4 Observemos que 


ean 3 
> 
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Sea £>0 un número arbitratio. Suponiendo Bost, halla- 
mos (para cualquier ò> B): 


m 
[gx lr [Re BEA on 
| | aipyp 4 =| im |) эуе |" 
b b 
A b 
lím (- 2 )| lím :4 - 
perl lao А202 y 


b 1 1 
"ен € ЫР" 


lo que demuestra según Ja definición la convergencia uniforme de la 
integral indicada respecto al parámetro y por todo el eje 
, EJEMPLO 5, Establézcaso la convergencia uniforme de la integral 
mi 
ežu coszdz, 0 < ууф оо. 


ò 


«4 Mostremos que podemos tomar la fnucióu P (х) = е-%% on 
calidad de mayorante, En efecto, si y > yg entonces 
[е-и cos z | єр eV < exo. 
Además, 
+ 
j (dre d urn [It 
Yo o Yo 
5 
Por consiguiente, basándose en el criterio de Weierstrass la integral 
indicada converge uniformemente, p> 
Para las integrales impropias dependientes de un parámetro, con 
mn límite infinito, al cumplirse las siguientes condiciones: 
a) la función f (z, y) es continua junto con su derivada fy (т, y) 
en la región a << oo, y X y X Us 
+2 
b) f 1 (x, y) dz converge para cualquier y € [ ys, gs 1, 
a 
+% 
e) j fj (=, y dz convergo uniformemente en el intervalo [y1, ya} 


a 
es válida la fórmula de diferenciación respecto al parámetro (fórmula de 
Leibniz): 
"3 E 
$ |ie nas | penar a 
à 4 


que es análoga a la relación (3). 


Un 
Ре 


ones correspondientes la fórmula de 
z queda para la integral de la función discon- 
aa, dependiente metro. 

ErrMPLO в. Caleálese la integral 


(o. 2 0, B>0). 


* -ax 
T cos mz dz— F (a, P). 
0 


2 


E 
Soñalemos que la integral | е7 cosmzdz converge unifor- 


memente para œ > 0 y os igual a afa (¡compruébese!). La 


integral inicial converge para cualesquiera & >0 y f>0 yla fun- 


ción subintegral es continua junto con su derivada parcial por œ, 
igual a —»-9* cos mx. Por consiguiente las condiciones a), b), с) están 
cumplidas y se puede utilizar la relación (7). Entonces 


ОЕ (а, В) 
да 7 


а 


о 
-ax eos 
«79% cos mz da = — —ү у. 
f а? 4 т? 


ò 
De aquí 


F( p= -i In (a? т) C (B). 


Paru hallar C ($) suponemos en la última igualdad a = f. Tenemos 
0 = — flu (Bè + mê) + C (B). De aquí 


C (8) — In Вен) 


Pl, Bie Un (B24m2)— In (024 m2) = + pa 


o» 
4.14. Formúlese en el lenguaje «s — 5» la afirmación: 
m 
la integral F (y) — j 102, y) dz converge no uniformemente 


à 
en el segmento Гу, ya). 
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Inveslíguenso con respecto a la convergencia uniforme en 
los intervalos indicadas las siguientes integrales: 


+o 
4.15. j e-** cos zdz (0< 039 < оо), 


+o 
4.16. 


n (1<a< +00). 


447. 2 4: (0<a<1). 


dr (0 <а< +). 
ze 
+оо 

4.19. VO (0<a< + oo). 


4.20. <). 


т 7 = —2) xí 


1 dz 


4.21. sen (0a « 2). 


E: 
E 
4.18, 1 
) 
| 


son az 
М... E 1). 
TEEN dz (0<a<t) 


+w 
4.23. Domuéstrese que la función и (2, y)= | 
-5 


4,22, 


Lr 


2/0 
py- 0t 


salisface la ecuación de Laplace 


du Ou 
rta 


Aplicando la diferenciación por el parámetro, calcálense 
las integrales siguientes: 


+o _ ES 
ала. $ E dz (00, B0). 
le ы, 
4.25. j sen mz dz. (a7 0, P>0, m0). 
9 


4-0881 49 


426. | e-«x bz 
Е 


йк (a>0). 


1 


—е-%® 
42. | Za (а> —1). 


o 


аго от 


"bu (— оо «a « + oo). 


EX 


lu (1— az) - 
TW de (la <1). 


i 
J 
$ 2g?) 
4.30. UE 0, (le t). 
0 
1 
4.31. 
j 


RESPUESTAS 


4 А 
аз. Жад. gdes aH 16. 3/2 


їЛ. уез, у=т--3, 21, r2. 18. y=2, ym 2— 3, zm kd. 
19. 2+у=2, ze V 4— у, v=o, 0—2, 1.10. Vi, y= 


4 
=y Z=, 2=0, х=1. "I" е у) = aja jre y) dz. 
1 
4 


4 х 5 4 7 
142. jejre PESE diss Am nm 
2 4 2 5 x 
& ун 2 VEA & YE 
=f ay | 1 (2, y) dz. 1.43. f az f He, n LA 
2 y Za E E Ya 
ay? VIa a Ух 
хе, y dz + f à $ He, yde ААА IE | х 
- Ута туй d ° 
2a Vara a a+ Vaya 
XÍ (z, y)dy + $ dx \ fiz, y)dy— ja; 16, paz. 
а 0 0 vila 
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а Via 


2a 2ar-x2 a/2 
145. ja \ m »dj de i Ta: зуду j dp x 
9 Via a 0 0 
«- VETE "PT r 
xo f  femnerla | o fenex 
a va ФО arvan d 
araa 
x dy Fe, y) dz. 1.16. Respecto a la variable z; la región 
а- Vay 
de integración está limitada por las líneas y=—Y/Z, y = 27, 
. ї 24V7-8y-y 
zi, ze2 147. jo j f, йа, 148, j dz x 
Б 2-1 iy “t 
Yer 1 YT 2 2-Vi-yi 
x $ Hr, ndy jas Í- He, pay. 148. fas f x 
= Кх+1 9 -yi-x о 
2 [Ат 4 [тег] 
хе йет» | reae m | уш war 
0 


24+ Vi 2 [1 


4 зух вз Vin в 
1.20. | de j [Gs йау. 121. je j fe nist |х 


а- Vai 2a  VZay=at 0 
X dy j 16) ej dy ү f(E, йй. 123. ja x 
0 a 0 -1 
Үт ї -YE 1 УХТ 
х tenat |as | ore name Ve | ай 
Yan ò „ушт è ушы 
8 10-y 
[173 {а | He, йй. 126. E at. 127. 112/9. 128. 4/4. 129. 
H eu 
1/3. 1.30, 9/20, 1.31. 68/15, 1.32. 22/32, 4.33. $9 134. e. 
a Ll 9 
Fe. . $ zty de dy = ) 210: j ydy j ал cost t (ax 
© [] E 
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bsen t 
X sen t) dt ydy, donde la última integral se obtiene del 
$ 
anterior sustituyendo т == а cos t. 1.36. 3na?. 1.37, m 1.38, 1/4. © 
Se llama valor medio de la función f(x, y) en la región G el 
número fm == je y) dz dy, donde S es el área de la 


región С. 1.39. 163<I<2. e Según ol teorema acorca de la 
estimación de la integral dobloms < | | rs y)drdy« MS dondo 


a 
m es el valor mínimo de la función en la región G y M xi el 
л) 


valor máximo, S es el área de la región б. 1.40. 5/3. 1,41, | х 


ù 
в Узепф -]5 acoso an 
x de | Fra + j ар $ f()rar, 142. | dọ X 
[] 1/6 0 nj 
sen y 
2a sen y Cog 
х 1 (т cos Фф, r son q) r dr. 1.43. M a {о 1 (r cos q, rsen x 
a cosy Í 0 
Sen? ф 0 
sen y 
эл) y CT 
xqirdr4- m d Қт cos Ф, rseng)rdr + fa аф $ x 
аа 0 Е ò 
146 Уб cos 2/2 
Xj (е созф, rseng)rdr. 1.44. j РЕФ) do гаг Vix 
б ò л 
3 Усоз2ф 198 
«tdo | ror tas Ap dae a. an Ea, 
0 


2 (2—1n2). 1.51. 242 ITA 


ла 45 
1.48. Tx 1.49. q 1,50, z ( 


+ jp, 22.) udu аз. + 


ce 
a 
ES 
з 
х 


3 " 
xy, Vin) do, 1.54. je j E, 2) а, 
1 
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1 La И Жууш}, 1.56. 222b (c— y 31). 
р à 


1.57. (e—1)/2. 1.58. y entries) qns p 


1.60. F (151612). 461. a(n—1l. 1.62, Lo (4-2) 


€ Pásese a las coordonadas polares. 1.63. т” (8—л), 1.64. (n— 
—1)a*, Ф Pásese a las coordenadas polares. 1.65. 22/210. e Susti- 
tüyanse las variables: zercos'q, у=гзеп?ф (0<o< i) Я 


1.66. E € Pásese a las coordenadas polares goneralizadas. 


1.67. de OM at) (n3/5— m*|*). € Realícese el cambio de las 


variables: y? ил, vytenz*, 1.68. LOZU) „пн 
[7] 


el cabmio de las variables: уї==их, y=vzx. 4.09. TE a?, 
1.70. 8 VE аз. 171. 2 VZ np?. 1.72. 2a 1.73. ¿yz a, 


1.74. 1629. 1.75. ána? (2 — VZ). 1.76. + (27 — 5y3). 
1.77. 2a? (л — 2). 1.78. na? (/2-+ln (14-1/2). 1.79. 2/6. 
1.80. 3 1/2 xa*. 1.81. 2a? (п4-4—4 1/2). 1.82. Las. 1834x 
хаз (2—1/2). e Intégreso en el plano Oyz. 1,84. 16/15. 1.85. a*/2. 


186. 2. паз (3/7). 1.87. sabe (1-4 ) 1.88. i na (2—13). 


1.89. 2 zabe (2/3). 1.90, $ 103. e Realiceso el cambio do las 


variables u=zy, y2=z, 1.94. 9/8. Ф Realíceso el cambio do las 
variables шагу, v=y/z. 1.92, 720%0. 193. M. A o Ma 


5 2 año 
— лаз. == - — -—— 
=p лаб. 4.94, zie p—..195. D. 146. Mom, 
мз _ - ва 
My= 13 > 1:97. рур M. - m 31:3; 198. le 


=1/12, Iy=7/82. 1.99. т=р= 18 E 1.100, [, — nos, у= 
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49 35 subs ` 
=g Pede 1401. Га „=>, r= 
= 990 (ая рва), 1402, а) amat D ic Ls] (+ 

G 


А 
+aparáy. 1408. 098, 1,= kas, Ium kot, dondo k 


es el coofíciente do proporcionalidad. 1.104. ла*/8. 1.105. I= 


20. — sen 2 20, + sen 2a. 1 
" зев ©, yos == at. 4,406. 7 y (18) (R$ — 


ар. e оао) V | I 2v I ana. 1107. HL ө r= 
G 


12-2x — i12-2x-9y 


=/[er+uaray. 24. n ( ау f fs y ás 
0 0° 0 


G 
== VI ZE 
qe Vai з зух 


2.2, 


а 

\ de j dy j 102, y, з) ds. 2.3. ja j х 

а -è vara VE 0 Lavz 
Vizy 

x dy f(x, y, 2) dz. 2.4. 1/6. 2.5. 2/8. 2.6. 81/4. 2.7. 
-Y(Qx-ym 

1/96. 2.8, at/10. 2.9. 2ла? sen*-5-. e Tómoso por ol eje Oz el oje 


4 8 3 DEA 
del sector. 2.10. 3 241. р ЛАЧ. 2.12. 85° 2.43. ut 
Ф Pásese a las coordenadas cilíndricas. 2.14. 23/45, € Dásese a las 


coordenadas esféricas. 2.15. s?abc/A, @ Pásese a las coordenadas 
esféricas generalizadas según la fórmuli =ar cos p cos 0, y=br x 


x son q cos 0, z=cr son. Además J=aber? cos 0 (г >00<p< 


«m —F<0 <4) . 246. Los. e Páseso a las coordenadas 

cilíndricas. 2,17. sta*/3. @ Pásese a las coordenadas esféricas. 2.18. 
3 9 1 3 

== "оа, Ymed = qg Ye 249. М == ARM, Ymea =- Yo 


1 1 31 
22. Mim yp лү, Ymea = ру о. 2-21. MG лүм, Ymed = 


=- vo 222. М = AUCH, Ymes =$ yo. 228. М пуур, 
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3 &. X v 
Ymed = p. 22% (o. $^ 3) .‚ 225. (о. 


һ). 226. 


7 
(o, 0, н) ‚227. (о. 0, үн) ‚2.28. (o, 0, $n) . 229. 


8 22 Б — 2 
p (+=): : 231. З рн". 

2лүа?Ь " 
Mr mr ). «so Tars potencial de 


Newton del cuerdo 7 en el punto Mp (ze Vo, z) la integral U= 


= ff rt, y, 22904 donde y(r, y, 2) es la densidad del 
"F 


cuerpo re V/ Iz —zj FU — Yo) F (2 — t). Tenemos. U=y n x 
y 


х бааа. Pasomos а las coordonadas 
ЕТЕ 
E 
ETN T | PRA 
гагара: 
cilindricas: U =y ao ER s — | de de f x 
ЖЕ à ò ò 


rdr neto b 2nykH 
DEL а аура. Я —1) .» 2.88. SET- 
5 VPA Vba x 3 y i ). 4 y MER 


x(V TP FR—H), donde k es la constanto del principio de gra- 
vitación universal. 4 Tomando el vértico del cono por el „origen 
do coordenadas y su eje por el eje Oz, obtonemos la ecuación del 


а 
m 2°. А consecuencia de la simetría 
la fuerza resultante de envitación será dirigida a lo largo del ojo 


cono en forma do 294 y? = 


Oz y se expresará por la integral №, = р \! DIT а 
=й ied Pasomos а las coordenadas cilíndricas: 


34 (rt yt atus 
T 


3ds 20yAH — 
am HER a ЖН 
ira VEA ) 
H 
8 - 
№ 2.34. E hat. 2.35. pum. 
3.4. 1/4. 3.2. 22. 3.3. An. 3.4. 1. 3.5. Diverge. 3.6. Converge 
para а >1. 3.7. 4, 38. -ул. $9. 2/2. 3.10. Converge para a< 1. 
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€ Sepáreso la recta. y=x por una banda estrecha y póngase 
= 
dz dy " ад 
а fas ( 90 з 
jj (20) “af j Epa" 3.11. Converge рага œ < 3/2. 
4.4.15/4.42.9/0.63.1(20.44. ln (1442. 45, 2 seny x 
y 
seny(y—1). 4.8. | atent ds, 


2y— 
yi—y 


y 
ал. IL — g)coszy — senzy)dz. 48. z(2— 39) /(y) + 
0 
1 


(6) нао) an. 440. Pp EP, P= 
n2 


“E: e Al calcular F' muéstroso que \а—ех 
0 


2 


X son? р}=3/% d= j (1—8 son? ф)/2 dq, para lo cual utilí- 


1 


cese la siguiente identidad: (1— Аа sent)-t/3 = TE 1—2 х 


х sen? q)!/? — F + (sen ф cos p(1 — К? вер? ф)-1/2). 4.11. 


aret. 442, 1.102, 444. РОУ) converge no uuiforomonte en 


[Vj Yal, si osta integral converge para cualquier уЄ (уз, 02], pero 
existe e >0 tal que para cualquier За existe y— (B) € lyi, val 


para el cual | T CI |>. 4.15. Convergo uniformemente. 


4.16. Converge no uniformemente, 4.17. Converge uniformemente. 
448. Converse uniformemente, 4.19. Converge no uniformemente. 
4.20. Converge uniformemente. 4.21. Converge no uniformemente. 


4.22. Converge uniformemente, 4.24. ht. 4.25. arctg X 


B a V 7 
х аеш . 4.26. arctg- + A27. in (1+0). 4.28. y px 
m 
xe "Y, ө Diferénciense las integrales por el paráraetro y y resuél- 


vais Та -oounció A -5 F. 429. 2 ln (a4 / TFE ). 1.30. 


sti n Al @.. 
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CAPITULO 9 


ECUACIONES DIFERENCIALES 


$ t. Ecuaciones de primer orden 


1. Conceptos fundamentales, La ecuación funcional 
P (z, y, у) = 0 (4) 


y —£f( y) (2) 


que une entre sí Ja variable independiente, la función buscada y (=) 
y su derivada j (x) so Пата ecuación diferencial de primer orden, 

So llama solución (solución particular) de la ecuación (1) б (2) en 
el intervalo (a, 5) cualquier función y = Ф (+), Ia cual si se sustituye 
en esta ecuación junto con su derivada q’ (x) la convierte en identi- 
dad respecto а z € (а, 5). La ecuación Ф (z, y) = 0 que determina 
esta solución como una función implícita recibe el nombre de inte- 
gral (integral particular) de la ecuación diferencial. En el plano con 
un sistema de coorden rectangular cartesiano fijo la ecuación 
Ф (e, y) = 0 determina cierta curva que se Пата curva integral de la 
ecuación diferencial. я 

Se Пата solución general de la ecuación diferencial (1) 6 (2) la 
función y = Ф (2, £), que para cualquier valor del parámetro С es 
solución de esta ecuación diferencial. La ecuación Ф (z, y, C) = 0 

ue determina la solución general como wna función implícita se 
llama integral general de la ecuación diferencial 

EJEMPLO 4. Verifíquese mediante la sustitución que la función 


senz í p r ; 
es solución de la ecuación diferencial ry’ -F y — cos z. 


ó 


созт senz 

= ES 
respectivamente por 4 у z, y sumando Jas expresiones obtenidas tene- 
mos zy -H y’ = соз. » 

EJEMPLO 2. Muéstrese que la función y = C2? es la solución gene- 
ral de la ecnación diferencial zy — Зу = 0. Hállese la solución par- 
ticular que satisface la condición y (1) = 1. (FHállese la enrva integral 
que pasa por el punto Mo (f, 1.) 

4 A) obtener y Ca? y sustituir las expresiones de y e y' en 
la ecuación diferencial, para cualquier valor de € obtenemos la iden- 
tidad 3Cz* — 3043 = 0. Esto significa que la función y = Cz? es la 
solución general de la ecuación diferencial. Poniendo z = 1, y = f. 
hallaremos el valor del parámetro C == 1 y de este modo ROTA os. 


. Multiplicando y e y” 
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la solución particular buscada y = z*. Con otras palabras, la curva 
integral que pasa por el punto Mo (1, 1) es la parábola cúbica y = 


= Ж}. 
Sea dada la ecuación 
Ф (2, y, С) = 0 
que determina en el plano una familia de curvas que dependen del 
valor del parámetro С. Si formamos el sistema de dos ecuaciones 
Dí, y, С) = 0, iiz, y, С) = 0, 

entouces eliminando de este sistema el parámetro С obtendremos, 
en general. la ecuación diferencial de la familia de curvas dada. 


Езтмвт.о 3. Ttilleso la ecuación diferencial de la familia de circun- 
ferencias z* + y Зат, E 
4 Tenemos e) sistema de ecuaciones 


22 4- y? = 247, 
2x + 2yy' = 2а. 
metro a. A partir de la segunda ecuación hallamos 
+ yy" y sustituyendo esta expresión en la primera ecuación 
y 


u 
obtenemos s? + y Зу (x 4- yy”), es decir, y? — 22 = 2zyw'. Esta 
es la ecuación diferencial buscada. p> 


Eliminemos el pa 


Muéstrese que las expresiones dadas determinan las solu- 
ciones generales o las integrales generales de las ecuaciones 
diferenciales correspondientes: 


2 
12Ce?-*, (2z-- y -- 1) dz — 
— (áz4-2y —3) dy —0. 

Determínese en la familia dada la ecuación de la curva 
que satisface la condición inicial citada 

1.4. y In |а3%—11-+ C) 1, y (0) = 1. 

1.5. y (1 — Cz) = 1, y (1) = 0,5. 

1.6. у= 2-E € cos z, y (0) = — 1. 

1.7. Escríbase la ecuación a la cual satisfacen todos los 
puntos del extremo de las curvas integrales de la ecuación 
diferencial y” = f (т, y). ¿Cómo diferenciar los puntos dol 
máximo de los puntos del mínimo? 

1.8. Escríbase la ecuación a la cual satisfacen todos los 
puntos de inflexión de las curvas integrales dela ecua- 
ción diferencial y’ = f (x, y), en particular de las ecuacio- 
nes diferenciales: 


ay =y+ b)y = ё — =. 


58 


Fórmense las ecuaciones diferenciales de las familins de 
curvas siguientes: 

1.9. De las parábolas y = 2° + 2аз 

1.10. De las hípérbolas y = a/z. 

1.11. De las catenarias y = a ch z. 

1.12. De las hipérbolas z? — y? = 2ax. 

1.13. Fórmose la ecuación diferencial de la familia de cur- 
vas para las cuales el segmento de toda normal comprendido 
entre los ejes de coordenadas, se divide por ta mitad en el 
punto de tangencia. 

1.14. Fórmese la ecuación diferencial de la familia de 
curvas para las cuales el segznonto de cualquier tangente com- 
prendido entre los ejes de coordenadas, so divide por el 
punto de tangencia M (т, y) en razón | AM |: 1 MB | = 
= 2: 1, donde 4 es el punto de intersección de la tangente 
con el eje Oy; B, con el eje Oz. 

1.15. Fórmese la ecuación diferencial de la familia de 
curvas para las cuales el área. comprendida ontre los ejes de 
coordenadas, de esta curva y ordenada variable, es proporcio- 
nal a la cuarta potencia de esta ordenada. 


2. Método gráfico de construcción de curvas integrales (metodo 
de isoclinas). La ecuación diferencial y' == f (т, y) en el plano con el 
sistema de coordenadas rectangular cartesiano tho Ozy determina el 
campo de direcciones por medio de la igualdad tg a = / (z, 

Se llama isoclina de la ecuación (del campo de direcci 


quier curva determinada por la ceuación 


3 Рб, у) = А 
para un k fijo. 

Para resolver aproximadamente (gráficamente) la ecuación y' = 
= f (z, y) construyamos en el plano las isoclinas para varios valores 
de k. Sea Mo (хо, до) un punto inicial. La isoclina Lg que pasa por 
este punto corresponde al valor de К, igual a ko = f (zo, yo). racemos 
el segmento, MoM con el coeficiente angular £,. hasta la intersección 
con la isoclina más próxima /,; en el punto M, (de este modo susti- 
tuímos ol arco de la curva integral por el segmento de su tangento). 
Luego, del punto М, (тү, yy) tracemos un nuevo segmonto M, Ms con 
el coeficiente angular k, = f (шу, ys), hasta la intersección con la iso- 
clina siguiente La en el punto Ma, ctc. 

Como resultado de tal construcción obtenemos unu quebrada, 
que es la Корса acm aproximada de la curva integral que pasa 
por el punto inicial Mọ. Cuanto más densa se toma la rejilla de isocli- 
nas, tanto más exacta resulta ser la curva integral. 

Cambiando la posición del punto inicial M, se puede, de modo 
análogo, construir aproximadamente también otras curvas integrales. 

EJEMPLO 4. Aplicando el método de isoclinas constrúyase la cur- 


va integral de la ecuación y” = 2z que pasa рог el origen de coorde- 
nadas. 


» y. 
POS cual- 


$9 


44 Las isoclinas de la ecuación dada son las rectas paralelas 
2z = k. Poniendo Ё = 0, +1, +2, +3, 


« = Obtenemos las isoclinas 
0, z = +1/2, z= +і 


+3/2, etc. Construyámoslas 


z 
(fig. 91). 
Partiendo del origen de co- 


ordenadas a la izquerda y a la 
derecha construimos la quebrada 


cuyos lados tienen cocficientes 
angulares ..., ] 
2, .... respectivamente. Esta 
quebrada es la representación 
aproximada de la curva integral. 
Recomendamos al lector 
que construya la gráfica de la 
solución particular correspon- 
diente y = z? y la compare con 
Vig. 9 la quebrada construida. p 


0, 


Aplicando el método de 
isoclinas constrúyasc aproximadamente Ja familia de las cur- 
vas intogralos de las ecuaciones diferenciales siguientes: 


146. y =x+y. 147. y =14+y. 


148. 2 — PL. 149. ууа, 


3z 


1.20. у= ———. 121. у= TF 


3. Ecuaciones con variables separables. Supongamos que en la 
ecuación 


w = f (=, y 


la Iuneión / (z, y) se puede descomponer en factores f; (x) y fa (y). 
cada uno de Ios cuales depende sólo de una variable,o bien en la ecua- 
ción 

M (z, g) de +N (a y)dy = 0 
los coeficientes de dx y dy se representan en forma de M (x, y) = 
= M, (а) Ma (yh N (x, y) N, (2) Na (0). Al dividir por f; (y) y 


por M, (а) Ma (4). respectivamente, estas ecuaciones se reducen a la 
orma respectiva 


1 


h (2) my [7] dy, 
MG) №0) 
UM р Y 


Integrando los primeros miembros de estas ecuaciones respecto a x 
y los segundos respecto а y, oblenemos en cada una de éstas la inte- 
gral general de la ecuación diferencial inicial. 
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EJFMPLO 5, Resuólvase la ecuación 
de _ 2 
de Fl 
44 Separemos las variables 


(By? + 1) dy — 2z dz. 
Integramos 


j (3934-1) a=] 2zdz4-C 
o bien 
#+у—:= 6С 
(integral general de la ecuación). 

Si en la ecuación con variables separables y” = f, (2) /; (y) la 
función fa (y) tiene una raíz real y, es decir, si f; (yo) == 0, entonces 
la función y (z) = ys es la solución de la ecuación (es fácil cerciorarse 
de esto mediante la sustitución directa). Al dividir ambos miembros 
de esta ecuación por f, (y) (al separar las variables) la solución 
y (2) = yo puede perderse. 

De modo análogo, al integrar la ecuación M; (х) М, (y) dz + 
-+ N; (2) Na (y) dy = 0 pueden perderse las curvas integrales х (y) = 
= 24 е y (2) = yo, donde ту es la raíz real de la función № (2), yo 
cs la raíz de la función Ma (y). 

Por eso, al obtener la integral goner) de la ecuación aplicando el 
método de separación de las variables indicado más arriba, es necesa- 
rio verificar si forman parte de ella (para los valores numéricos ade- 
cuados del parámetro C) las soluciones particulares mencionadas. Si 
forman parte, no hay pérdida de solución. Si no forman parte, enton- 
ces es necesario incluirlas como componentes de la integral. 

EJEMPLO 6. Resuélvase la ecuación 


d, 

E] EPI TA 
44 Separamos las variables 

dy 

— dz. 

y «s 
Integramos 

In] y] = —In| cos z | + С, 
o bien 


ln | y cos z | = Су. 


Para que sea más cómodo potenciar la igualdad obtenida repre- 
sentemos el P rye C, en forma logarítmica, poniendo €, = 
= ln | С, |, С, 52 0 (eu este'caso C, toma todos los valores desde ~ oo 


hasta +00). Entonces 
In | y cos z | = In | Ca | 


y potenciando obtenemos la integral general en forma de y cos z = Ca, 
de donde 


y = Ca вес =. (3) 
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Señalernos ahora que la ecuación diferencial inicial tiene, evidente- 
mente, además la solución y == 0 que no figura en la notación (3), 
pues С, + 0. [ntroduzcamos un muevo parámelro С, que a diferencia 
de C, toma también el valor nulo. Entonces la solución y — 0 for- 
mará parte de la solución general 


у = С звес х. р 
Aplicando la sustitución u (2) = az + by е) + 4, también se 
reducen a las ecuaciones con variables separables, las ecuaciones dife- 
renciales de tipo — | 
y = f (az + by + d), b 4-0. 
Resuélvanse las ecuaciones diferenciales: 


1.22. V 1—33—1-r-y?. 1.23. y — e. 


‚| soma 
1.24. y 2-0. 
1.25. (1412) x d + (1-4 2?) dy =0. 
1.26. xydu+ Y 1—22dy=0. 
1.27. ye dz — (1 4- 6) dy =0. 
1.28. 2e* tg y dz + (1 4- e*) sec? y dy —0. 
1.29. (1-+ y) (e dz — e" dy) — (4 + y?) dy =0. 
30. y HE 
1.30. у' = cos (z -- y). 131. y= xy 
1.32. y = (4х + y + 1). 
Hállense las soluciones parciales de las ecuaciones que 
satisfacen las condiciones iniciales indicadas: 
1.33. (1 + y?) dz — zy dy = 0; y (1) =0. 
1.34. (zy! + z) dy + (zy — y) dz =0; y (1) = 
1.35. y'tg a =y; y (1/2) = 1. 


4. Euaciones homogéneas. La ecuación diferencial de primer 
orden se llama homogénea si se puede reducir a la forma 


v=1(2) С 
о а Ја forma 
М (z, у) dz +N (2, y) dy = 0, (5) 
donde М (z, y) y N (z, y) son funciones homogéneas del mismo orden, 
es decir existe un К € Z tal que M (tz, ty) == ФАМ (z, y) y N (tz, ty) = 
= АМ (e, y) son idénticos respecto a z, y y і 5 0. 
Con ayuda de la sustitución y/z = u (z) las ecuaciones homogé- 


neas (4) y (5) se transforman en ecuaciones con variables separables. 
EJEMPLO 7. Resuélvase la ecuación 
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4 Pongamos L =u, o bien y=uz. Entonces у =u+z E, 
loque da, después de la sustitución en Ja ecuación inicial, la ecuación 
соп variables separables 


du 
RA 


de 
Separemos las variables 


e integremos 
T 
Obtenemos la solución general 
u=2arctg Cz— nn, n€7. 
Volviendo a la función y, hallamos 
y=z (агаш с: Spina) ТЯ 
Al dividir entro сози fueron perdidas las soluciones yz (+ + 


+ak |, ЕЄ 7. Añadiéndolas a Ja familia de soluciones obtenida 
encontramos la integral goneral en forma de 


yz (2aretg Cap F +2 @—1)) У 


y=z (x 22k): n, k€ 2. 


Las ecuaciones diferenciales del tipo 


q (UE Ho 
vet (aetta)? 0 


cuando “#- +2 se reducen a las couaciones homogéneas con 
ayuda del cambio de variables 

da ques 
donde m y n se oblienen dol sistoma de ecuaciones 


am + bn da = 0, 
agn + bin + с, = 0. 
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Ya que aquí dz — du, dy == de, la ecuación (6) se transforma en la 
ecuación del Lipo (4) respecto a la función v (u): 


Pa (ае и” ат baa) -. (zzi )= 
du au Pop ат пс.) Хазир) > 


а+ь i Р 
| —— j= (9). 
id dra 
Si en la ecuación (6) 2 = t= y por consiguiente, apt- bsy = 
" 
=A (az +b,y), entonces ella toma la forma 


dy. ar--bge y_ 
2-1 (рак) T rte 
Sustituyendo u. ә = az + byy (z) esta ecuación se reduce а la ecua- 
ción con variables separables. 

Resuólvanse las ecuaciones diferenciales: 

mrs “= E y sen Y 

1.36. y == + 1.37. y = = rsen m. 

1.38. у = (= — yytz + y). 

1.39. (24 zy) y =х V 232 — y^ -+ zy 4-02. 

1.40. (z — y) de + z dy = 0. 

1.41. (2z — y + 1) dz + (2y — = — 1) dy = 0. 

1.42. (y + 2) dz — (2z + y — 4) dy — 0. 

1.43. (z + y + 1) dz + (22 + 2y — 1) dy = 0. 

Hállense las soluciones particulares de las ecuaciones 
que satisfacen las condiciones iniciales dadas: 


144. зу = уһ; y(4)—1. 
1.45. (Vzy—2)dy+ydx=0; y(1)=1 
1.46. (y+V z2-- y?) dz — 2 dy —0; y (1) —0. 


5. Ecuaciones lineales. La ecuación diferencial de primer orden 
se llama lineal si contiene y e y de primer grado, es decir, tiene la 


forma 
у= P (z) y +Q (2). e 
Para О (х) = 0 la ecuación (7) toma la forma de 
у= P (a)y 


y se llama lineal homogénea. Es la ecuación con variables separables y 
su solución general tiene la forma 


P(x)du 


DES (8) 
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e 
donde C es una constante arbitraria y) P үг) dz es una de las primi- 


tivas de la función P (z). 
Se puede integrar la ecuación lineal no kemogénea (7) aplicando 
uno de los siguientes métodos. 


a) METODO DE VARIACION, DE LA CONSTANTE. Buscaremos la 
solución de la ecuación (7) en forma de 


бей урсах o 


ue se obtiene de (8) si cambiamos la constante C por la función € (2). 
Sustituyendo la expresión (9) en la ecuación (7) tenemos, para la fun- 
ción buscada C (z), la ecuación con variables separables 


€ =e joo 


Su solución general es 


egajeoc iis 


dz--C, 


- | Piode 


donde C es una constante arbitraria y {о (=) е dz es una 


de las primitivas. Sustituyendo la expresión obtenida para С (z) en 
la fórmula (9) obtenemos la solución general (7): 


o (c+ few e Paa), (10 


b) MÉTODO DE SUSTITUCION, Pongamos y (х) = u (2) v (2). En- 
tonces la ecuación (7) se reduce a la formu 


» (Pu )+ (2 и—0()) =0, an 


Escojamos la función w (z) de tal modo que el primer paréntesis en el 
primer miembro de la ecuación үн) se anule. Para csto integramos la 
ecuación con variables separables 


A — P (2) и=0 
y escogemos cualquier solución particular suya и =u; (х). Sustiluyen- 
do la función ш (т) en vez de u en el primer miembro de la ecuación 
41), obtenemos la etua con variables separables respecto a la 
unción » (z): 


E п (2) — QG) 0. 


Hallemos la soluci 


n general de esta ecuación: 


v= о (х, С). 
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Multiplicando las funciones halladas иу (x) y v (z, С), obtenemos la 
solución general de la ecuación (7): 
y = шу (2) v (z, С), 

EJEMPLO 8. Resuélvase mediante el método de variación de la 

constante la ecuación 
y' = y ctg z + sen z. 

44 Analicemos primero la осмасібп lineal homogénea corres- 

pondiente 
y = ус\тх. 
Su solución general es у = C seu х, Por consiguiente, buscamos la 
solución general de la ecuación inicial en forma de y = С (z) sen =. 
Sustituyendo y e y' = C’ (т) sen = + C (z) cos z en lo ecuación duda: 
С' (х) sen z +- С (z) cos z == ctg z-C (т) sen x + sen z, 

de donde C' (z) = 1, y entonces С (т) = x + C. Por consiguiente, 
la solución general de Ín ecuación es 


y = (2 + C) sen >. $ 
EJEMPLO Y. Resuélvase mediante cl método de sustitución la 


ecuación, lineal respecto a z y 2: 
dz 2x 3 
"PR 
44 Pongamos хт == uv y reduzcamos la ecuación a la forma de 
du 2u dv 3 
A HA en 
lIallemos la función u, (y) resolviendo la ecuación 
de 35. 
dy у 


y escogiendo de su solución general u == y? + C una solución parti- 

cular, por ejemplo, и, (у) == у“. Sustituyendo и, (y) en la ecuación (12) 
tenemos: 

dw 3 

apr 

La solución general de esta ecuació: 


=0, 6%= 


e O6 — m. 


Multiplicando entre sí ur (y) y v (y, C), obtenemos la solución general 
de la ecuación dada: 


1 
=C 
=> 


Resuélvanse las ecuaciones diferenciales: 
1.47. y + 2xy = ze, 
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1.48. (142%) y — 2zy + 44 aS) 
1.49. y +2y=e*. 150. y +2 —21Inz pl. 


En +e (+1) 1.52%. у= 
1.53. (1 | y?) dz = (arctg y —x) dy. 


154. y +tey=_—. 


созу 


1.51. у = 


у 
zy 


Hállense las soluciones particulares de las ecuaciones que 
satisfacen las condiciones iniciales dadas: 

1.55. y' + y tg z = 1/cos т; y (0) = 0. 

1.56. y =2y+e* — z; y (0) = 1/4. y 

1.57. y = у/(2у la y + y — z); y (1) =1. 

6. Ecuación de Bernoulli. Se llama ecuación de Bernoulli la ocu- 
ación diferencial de primer orden del tipo. 


y'= P (z) y + Q (2) и", (13) 
donde т z& 0, m 5 1 (si т == 0 la ecuación (13) cs lineal y si m = 1, 
os la ecuación con variables separables). 

Al igual que la ecuación lineal, la ecuación de Bernoulli puede 
ser integrada sustituyendo y = uv o reducida a la ecuación lineal 
aplicando la sustitución z = y!-". Hay que tener en cuenta que si 
т >> 1 puede perderse la solución y = 0. 

EJEMPLO 10. Resuélvase la ecuación 


ДЕ ЕРЕН 
чу 
44 Suponiendo у = ир reducimos la ecuación а la forma 
du uy (de, за 
ll) an 
De la solución general u — Cz de la ecuación 
du u 
92—270 


escogemos en calidad de la función и una solución particnlar, por 
ejemplo, 


ш = х. 
Sustituyendo шу еп la ceuación (14) obtenemos una nueva ecua- 
dv ЕЈ Е A 
ción к= is . Su solución general оз v = |/ ŽI} C. 


Multiplicando entre sí u, y v, tenemos la solución general de la 
ecuación inicial y = z]/Zz + C. фә 
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ES 


EagxPLO 11. Resuélvase la ecuación de Bernoulli respecto a z = 
= z (y): 
dro zr 1 
oy 2y Эх 
+4 Pongamos z = uv y reduzcamos la ecuación a la forma: 
de шу раб RS 
id ( dy Y }+( dy +) m 
Después de analizar la ecuación 
йи 0 
à dy A c 
tomemos su solución particular u; = Y/ y. Entonces llegamos a la 
ecuación 


dv r- 1 
ууз 2-0 
dy V 2vV y 
cuya solución gencral es 
Ai, 
y 


Multiplicando entre sí uj = y y v? obtendremos la integral general 
de la ecuación inicial 


2=yln T m 
Kesuélvanse las ecuaciones diferenciales: 
1.58. y' +4xy=2xe=" V y. 
1.59. y =y ctg 24 y 


son 2 


, 2z 
1.60.* y = х® созу + son 2y 
Hállense las soluciones particulares do las ecuaciones que 
satisfacen las condiciones iniciales: 
1.61. 3dy=(1—3y*) ysenzdz;  y(n/2)=1. 


182. ydo+ (= — 3%) dy=0; y(1/2)=1. 


7. Ecuaciones diferenciales exactas. La ecuación diferencial de 
primer orden del tipo 
P (z, y) de + Q (z, y) dy = 0 (15) 


se llama ecuación diferencial exacta (o en diferenciales totales), si su 
primer miembro es una diferencial total de cierta función U (=, y), 
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es decir, 
2U aU 
Р A у. 


Para que la ecuación (15) sea una ecuación diferencial exacta, es 


necesario y suficiente que se cumpla la condición 
aP 20 r 
d; (16) 


Si la ecuación (15) es una ecuación diferencial exacta, entonces 


so puede escribirla en forma 
dU (r, y) = 0. 
La integral completa de esla ecuación cs: 
U (z, у) = С, 
donde € es una constante arbitraria, 


La función 1 (z, y) puede ser hallada del modo siguiente. Tnte- 


grando la igualdad 20 = P (x, y) respecto а x pura un y fijo y soña- 


laudo que la constante arbitraria puede depender en este caso de y, 
tenemos 


Uiz, р | PE, den. чт) 
Luogo, de la igualdad 
=P drw w= t, n 


ay Oy 
panning la función $ (у) y sustituyéndola en (17) obtenemos la fun- 
ción CSS 
та evidento que la función buscada U (s. y) está definidu con 
exactitud de basta la constante aditiva arbitraria, Para escribir la 
integra] general do la ecuación inicial es suficiente escoger una de las 
funciones de la familia que obtenemos. 
ODSERVACION. Un método más simple de determinación de la 
función V (т, y) consiste en el cálenlo de la así llamada integral eur- 
vilínea de segunda especie 


Gu) 
U (z, n= Plz, y) dx 4- Qr. y)dy, 
Go va) 


donde los puntos Ma (za, 30) y M (z, y) y el camino de integración 
están situados en la región de le continuidad de las funciones P (z, y) 
y Q (2, y) y de sus derivadas parciales, ad. 
punto fijo. 

EJEMPLO 12. Resuélyase la ecuación 


S Ma (хо, yo) ев cierto 


+ dz J- (3 4- 1n zy'dy = 0, 
cerciorándose previamente de que ésta es la ecuación diferencial exacta. 
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«€ Verifiquemos la condición (16): 


ôP ajy is DO "us E 
vxore as a У DIRE s 


La condición (16) está cumplida, por consiguiente la ecuación dada es 
la ecuación diferencial exacta. 

Hallemos la función U (z, y). Integrando respecto de 7, si y es 
constante, Ja igualdad 


obtenomos 
Ue n= joo) rl e t) (18) 


Señalemos que al calenlar Ja. primitiva escribimos aqui In z en vez 
de In | z |, pues la ecuación inicial contiene In z y, por consiguiente, 
tiene sentido sólo para z > 0. 
Sustituyendo (18) en la ignaldad 
24 " 
—= —yMElnz 
3; 79. = 


tenemos 
Inz +p (y) == у HP In 
de donde 


1 
NG Cs. (19) 
Poniendo, por ejemplo, €, = 0 hallamos partiendo de (18) y (19) 
U (z, ers y 


Por consiguiente, la integral general de la ecuación dada tione la 
forma 


vn C 


Resuélvanse las ecuaciones diferenciales indicadas más 
abajo después de cerciorarse que son ecuaciones diferencia- 
les exactas: 

1.63. (2z -- y) dr-- (x + 2y) dy = 0. 

1.64. (10zy — 8y + 1) de + (Da? — 8x - 3) dy = 0. 


1.65. (22 +e%/0) dz + (1 = +) ех dy=0. 
1.66. 2z cos? y dr + (2y — a? sen 2y) dy = 0. 
8. Teorema de existencia y unicidad de la solución. Soluciones 


ularcs, Se Пата problema de Cauchy para la ecuación diferencial 
= f(x, y), el problema acerca de la determinación de la solución 
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дайы: de esta ecuación que satisface la condición inicial dada 
Y (о) = yo. 

TEOREMA DECAUCHY. Sien la ecuación diferencial y'=f (o, y) la 
función f (z, y) es continua en cierta región D del plano Оглу y tiene en 
esta región la derivada parcial acotada fy (x, y), entonces para cualquier 
punto (ту, yg) € D en cierto intervalo zy — h < 2 < x Y h eriste una 
solución y además única y (1) de esta ecuación, que satisface la condición 
Inicial y (20) = yo- 

Genmétricamente esto significa, que por cada punto M de la 
región D. put una y sólo una curva integral de la ecuación y’ == 
= f (z, y). 

Los puntos de la región D en los cuales se altera la unicidad de la 
Solución del problema de Cauchy se llaman puntes singulares de la 
ecuación diferencial. 

La solución (curva integral) de la ecuación y’ = f (г, y), on cada 
punto de la cual se altera la unicidad de la solución del problema de 
Cauchy, se llama solución singular (curva integral singular) de csta 
ecuación. No se puede obtener la solución singular a partir de la ge- 
neral para ninguno de los valores de C (incluyendo también C = + oo). 

La envolvente de una familia do curvas determinadas por la 
solución general y = p (z, С) o por la integral general Ф (z, y, C) = 
== 0, es una curva integral singular, Se determina eliminando, si es 
posiblo, el parámetro С del sistoma de dos eruaciones 


т (CO. & O(n y. С) = 0, 
0= qos Су 6 b, i у, б) 
La función determinada de este modo es conveniente sustituirla en la 


ecuación diferencial dada y es necesario cerciorarse que es sn solución, 
EJEMPLO” 13. Hállese la región en la cual la ecuación 


y=»yi=y 
tiene una única solución. 
4 Ла jir, y)=r TR өз una función continua para 


z JJ — está acotada para 
=y 


y 
lvl <aZt. Por consiguiente, la ecuación dadu Line una única 
solución en cualquier franja —a < y <a (para 0 — а < 1). P 


EJEMPLO 14. MÁllense las soluciones singulares de la ecuación 
a 


y=vy1T 


conociendo su solución general y = sen (rt Ch Er d CE m. 


Lvl < 2; la derivada parcial fj(z, у) = — 


Compongamos el sistema de ecuaciones 


— sen ( ] я 
оета letes 


Eliminando С encontramos dos funciones y = +4, que evidentemente 


son soluciones de la ecuación dada y no se obtienen a partir de la so- 
lución general para ninguno de los valores de С. Por consiguiente, 
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y = +1 son soluciones singulares. 
Hállense las regiones de existencia y unicidad dela soln- 
ción para Jas ecuaciones diferenciales: 


1.67. y it— y 1.68. y'= 


y—z 


1.69. y —1+tgy. 1.70. y =2*4V1p. 


Hállense las soluciones singulares de las siguientes ecua- 
ciones difer ales, conociendo las soluciones generales 
(donde están indicadas). 


171. у= 


1.72. y Ar V у—1; y (222 - CY +1. 

1.73. zy'?--2zy' - y - 0; (y— С) —4Cz. 
а? 
EJ 


9. Ecuaciones no resucltas respecto а la derivada. Sea la ccua- 
ción diferencial P (у, y, u^) = 0 resoluble, bien respecto а la función 
buscada, es decir, tiene la forma 


174. ye tay +; y 22 Св С°. 
y Ы 2 


u= 1 (2, yd (20) 
о bien respecto al argumento, es decir, se escribe en la forma 
mf (y y). 1) 


Entonces la ecn; 
Las ecuaciones (20) 
si las diferencian 
ecuaciones 


se integra introduciendo el parámetro p — 
(21) se transforman en ecuaciones algebraicas y 
respecto a x o a y. obtenemos los sistemas de 


n= Map zd. p 


¡Ly A de РНИ y ӨГ Ди. 


dy dp dr ? ду р dy* 


Partiendo de estos sistemas hallamos respectivamente la solución 
general de 1а ecuación (20) ó (20) eu la forma explícita o paramétrica. 


EJRNPLO 45. Resnélvase la ecuación 


y cmt dry! — n 
q introduzeamos el parámetro p = y”. Entonces 
u= p + х (р — f. Q2) 
Diferenciando esta igualdad respecto a = oblendremos 
o. ÀP. dp 
=p _——L р — 
йс ады E, 


12 


o bien 


ар. Le 
dr ^ 2p4x" 
Escribamos la última igualdad en [a forma 
4: ‚ 
+ =24+2p. 
Esta es la ecuación lineal; su solución general es: 
= Ce — 2 (p + 1) (23) 
AJ sustituir la expresión (23) en la fórmula (22) obtendremos 
y = Сер (р — 1) —– р? + 2. 04) 


El sistema de jones (23) y (24) determina la solución general de 
la ecuación in en forma paramétrica: 
z= Сер — 2 (р 4- 1), у= Сер (р — 1) —p*-+ 2. > 
EJEMPLO 16. Мецу ase la ecuación 


yt. 
44 Suponiendo p = у tenemos 
y 
=p 
Si 
Diferenciamos esta igwaltad respecto a y: 
1 dp, 1 y dp 
— 2 Pm E 
p dy p Pd 
6 bien 
dp f, E 
dy ( 2-2.) =(, 
De aquí 


3/57 
=C y n= Y y 


Sustituyendo uno tras otro ambos resultados en la expresión para z 
encontramos Та solución ке, 


= Сг б 
y la solución 
LN 
Cay 


la cual, como es fácil cerciorarse, es singular. Me 
Resuélvanse las ecuaciones diferencial 
135. y—y?4-Ay?. 1.76. y—y YT y? 
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1.77. y= (ye. 128. y=22+20y +5. 

1.79. z.-y'-—y'--2. 1.80. х= созу. 

181. х=2у' -Iny'. 1.82. 247 А 

Un caso particular de la ecuación del tipo (20) es La así Mamada 


ecuación de Lagrange 
у= 2] (0) eg (25) 


la cual para f (07) == y se Пата ecuación de Clairaut. Introduciendo el 
parámetro p = y” la ecuación (25) se reduce a la forma 


y = 21 (р) + t) 


en el caso de lu ecuación general de Lagrange y а la forma 
у= zp + p 


n de Clairant. 
ingulares de la ecuac 


en el caso de la еси: 
Las soluciones 
forma 


de Lagrango lienen la 


y — xf (po) + Ф (ро), 


donde po es cualquiera de las raíces de la ecuación / (р) = p. 
La solución general de la ecuación Clairaut tiene fa forma 


у= Сх + Ф (C) (26) 
y la solución singular, 


а= (ph у= —Ф (p) p + Ф (p) (27) 
que es la envolvente de nna familia de curvas integrales (26). 

De este modo se puede enunciar la siguiente regla práctica. Sus- 
tituyendo en la ecuación Clairaut el símbolo у’ por el símbolo C 
obtendremos inmediatamente la solución general (26). Diferencián- 
dola respecto a C y eliminando С del sistema do dos ecuaciones (de 1а 
solución general y del resultado de la diferenciación) obtenemos la 
solución singular (27). 

EJEMPLO 17. Resuélvase la ecuación de Lagrange 


у= sy ry. 
4 Poniendo y! => p hallamos 
y= тр? + p. 
Difereneiando esta igualdad respecto a z tenemos 
dp , dp 
=p? —+ 
p=p 429 uar 
é 
de 2p 1 
dp" р pP 
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Esta ecuación linea] tiene la solución general 


1 
атан Гр 1—2), 


sustituyendo la cual en la fórmula рага y obtenemos la solución ge- 
neral de ja ecuación inicial en la forma parmmétrica: 
E CANA bd р^ 
ap Ы (1— p? 
Además, la ecuación tiene las soluciones singulares у = 0 o y = 
= z -+ 1 que corresponden a las raíces ру = 0 y ру — 1 de Ja ecuación 
" 


+p. 


p» Р е 
EJEMPLO 18. Resuélvase la ecuación 
g= зу — y^. 
4 La ecuación dada tiene la forma (25) para f (y) — yl, es decir, 


es la ecuación de Clairaut. Siguiendo la regla práctica obtenemos 
la solución general 


у= 2-04 


Eliminando luego el parámetro C del sistema (de ecuaciones 


к= Ст — Сі, 
y — AC 
obtendremos la solución singular 
LB 13 
y iVi rU» 


Ttesuélvanse las ecuacines diferenciales: 
1.83. y—z ity? 4.84. у= 2 ++ * 


185. y=2y24y% 186. у= (ey i y In y). 


1.87. you . 0488 y= ayd y EY y. 
1.89. y=xy"—e". 1.90. y=xy'4-cosy'. 


10. Problemas mixtos de las ecuaciones diferenciales de primer 
orden. 


Defínanse los tipos de las ecuaciones diferenciales e indi- 
quense de modo general los métodos de su resolución: 
"х2 
1.91. sen =e Y 


1.93. 1 Hgt- (1 pa?) (e*—eWy') =0. 
1.94. 2y' (1— 22) — zy — 22924 20%? —0. 
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1.95. y dz 4- (2z — y?) dy=0. 
1.96. (Z4 т) а (2000 25) dy=0 
1.97. yde | (z—2V zy)dy=0. 
1.98. (a*-|- y? -- 1) dy + zy dz — 0. 
ya 


1.99. y/—sen(y—z). 1.100. z= arccos x Йй 


py sne 
q m i 

1.101. Vy = o ` 

Resnélvanso las ecuaciones diferenciales: 


1.102. y -zy 29. 1.103. (1—y)dy—ydx=0. 
1.104. (x cos 2y + 1) de — a? sen 2y dy = 0. 
1.105. y! = y tg z — y? cos z. 

1.106. y = LE к 

1.107. 2y de +- (y? — 62) dy = 0. 

1.108. (жуе®/” 4- y?) de = a*ex dy. 

1.109. (zy? + z) dr -- (y — 22у) dy = 0. 

1.110. (223 — zy?) de + (249 — 2%) dy = 0. 
1.111. ay F y = liz. 

1412. 3r + y — 2 + y (z — 1) = 9. 

1,113. y ==2 


z—y 


1.114. y' cos — y sen z = sen 2r. 
1.115. (Qe t In y) dz 4 (5- <- seu y) dy —0. 

1.116. zy —Iny. 1417. Ya 
1.118. (= -y son) dr + x sen Ldy=0. 
1.119*. (1— y?) dz = (V 14 y? cosy — xy) dy. 


å 
1) 2 py w=. 


112, y pV}, 1422. y=y?+ ay E. 


E зеп? т 


14235. бт ir) de | Зу Qz— P) dy = 0. 


11. Problemas geométricos y físicos que 1 
las ecuaciones diferenciales de primer orden. 
geometría, en los cuales se exi 
sándose en la propiedad dada 

ecio curvilíneo, se emplea la interpretación geométrica de la derivada 
pendiente de la tangente) y de la integral con límite variable (área 
del trapecio curvilíneo con ordenada limitadora móvil), así como las 
fórmulas generales siguientes para determinar Jas longitudes de los 
segmentos de la tangente £, de la nor- 
mal n, de la subtangente s, y de la 
subnormal s, (fig. 92): 


VERS, а= ТЕУ? |, 


a la resolución de 
En les problema 
e hallar la ecuación de la cu 


а= | з= "p 
t |, n=1yy 1 


EJEMPLO 19. Hállese la ecuación 
dela curva que pasa por el origen de 
coordenadas, si en cada su punto 
M (х, y) la subtangente s, es k veces Fig. 92 
menor que la subnormal sp. 

q беау = f (2) la ecuación de la 
curva buscada. Utilizando las expresiones para la subtangento s, 
y la subnormal s, obtenemos inmediatamente la ecnación diferencial 


Loy Edi 


ó 
= к. 


Integrando esta ecuación y tomando en consideración la condición 
inicial y (0) == 0, obtenemos la ecuación buscada 


y=+V kz 


(dos rectas). We 

EJEMPLO 20. Hállese la ecuación dela curva que jasa por el pun- 
to (1, 1), si para cualquier segmento [1, т] el área do) trapecio curvi- 
líneo limitado por el arco correspondiente de esta curva, es dos veces 
mayor que el е de coordenadas del punto M (т, y) de la curva 
(220, y 0). 

44 Según la condición del problema tenemos 


x 
Tonino en. 
i 


Diferenciando esta ecuación respecto a г tenemos Ja ecuación dife- 
rencial y = 2 (y + ay”) o 
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Integrando esta ecuación y tomando en consideración la condición 
inicial y (1) + 1. hallamos la ecuación de la curva buscada: 


=== 


vs 


1.124. Hállese la ecuación de la curva qne pasa por el 
punto (VŽ, 0), si la suma de Jas longitudes de su tangente 
y Subtangente es igual al producto de corrdenadas del pun- 
to de tangencia. 

1.125. Hállese lu ecuación de la curva que pasa por el 
punto (1, 2), si su subtangente es dos veces mayor que la 
abscisa del punlo de tangent 

1.126. Hállese la ecuación de la curva que pasa por el 
punto (1/2, —1), si la longitud del segmento del semieje de 
Jas abseisas, que se corla por su tangente, es igual al cuadra- 
do de la abscisa del punto de Langencia. 

1.127. Hállense las ecunciones de las curvas para las cua- 
les la longitud del segmento de la normal es constante e igu- 
al a a. 

1.128. Hállense Jas ecuaciones de las curvas cuya sub- 
normal tiene una longitud constante igual a a. 

1.129. llállese la ecuación de la curva que pasa por el 
punto (0, 2), si ol área del trapecio curvilíneo limitado por 
el arco de esta curva, es dos veces mayor que la longitud 
del arco correspondiente. 

1.130. Mállese la ecuación de la curva que pasa por el 
punto (1, 4/2), si para cualquier segmento [1, z} el área del 
trapecio curvilíneo limitado por el arco correspondiento, 
es igual a la razón entre la abscisa z del punto extremo y la 
ordenada. 

1.131. Hállese la ocuación de la curva que pasa por el 
punto (0, 3), si la subtangonte en todo punto es igual a la 
suma de Ja abscisa del punto de tangencia y de la distancia 
desde el origen de coordenadas hasta el punto de tangencia 


limítese a analizar el caso de $ > 0). 
1.132. Hállose la ecuación de la curva que pasa por el 
punto (1, 0) si la longitud del segmento del eje de abscisas 
que se corta por su normal es en 2 mayor que la abscisa del 


punto de tangencia. y 
1.133. Hállese la ecuación de la curvařque pasa por el 


origen de coordenadas, si para cualquier segmento la, zl el 
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área del trapecio curvilíneo limitado por el arco correspon- 
diente de esta curva, es igual al cubo de la ordenada del 
punto extremo del arco. 

1.134. Hállese la ccuación de la curva que pasa por el 
punto con coordenadas polares r = 2, ф = 0, si el ángulo œ 
entre su tangente y el radio vector del punto de tangencia 
es una magnitud constante: lg œ = « 

1.135. Hállese la ecuación de la curva que pasa por el 
punto (1, 1), si a la longitud del segmento del cje de abscisas 
que se corla por cualquier tangente a ella, es igual а la 
longitud de esta tangente. 

1.136. Hállese la ecuación de Ja curva que pasa por el 
punto (3, 1), si la longitud del segmento que se corla por 
cualquier tangente suya sobre el eje do ordenadas, es igual 
a su subnormal. 

1.137. Hállese la ecuación de la curva que pasa por 
el origen de coordenadas, si el punto medio del segmento de 
su normal desde un punto cualquiera de la curva hasta el 
eje Oz, está situado en la parábola 20° = =. 

1.138. Hállese la ecuación de Ja curva а que pasa por o] 
punto (1, 0), si el área del trapecio formado por la tangente, 
los ejes de coordenadas y la ordenada del punto de tangencia 
es constante e igual a 3/2. 

1.139. Hállese Ja ecuación de la curva que pasa por el 
punto (0, 1), si el área del triángulo formado por ol eje de 
abscisas, la tangente у el radio vector del punto de tangencia 
es constante e igual а 1. 

1.140. Hállese la ccuación de la curva que pasa por el 
punto (1, 2), si el producto dela abscisa del punto de tangen- 
cia por la abscisa del punto de intersección do la normal con 
el eje Oz, es igual al cuadrado duplicado de la distancia 
desde el origen de coordenadas hasta el punto do tangencia. 

1.141. Hállese la ecuación de la curva que pasa por el 
punto con coordenadas polares г = n, ф = л/2, si el Área 
del sector limitado por esta curva, cl eje polar y el radio 
polar variable, es seis veces menor que cl cubo del radio 
polar. 


Llamamos trayectorias ortogonales аға. Ја familia uniparamótrica 
S, de líneas y = Ф (z, а), a otra familia S, de líneas que intersecan 
las líneas de la primera familia bajo el ángulo recto. 

EJEMPLO 21. Hállense las trayectorias ortogonales de la familia de 
las parábolas cübicas y = ar. 
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4 liallamos la ecuación diferencial de le familia dada, elimi- 
nando а del sistema de ecuaciones 


y = г, 


y = Bar? 


Obtenitremos 


y==, 


La ecuacion diferencial de la familia de las trayectorias orlogo- 
nales es 


Su integral general 
2 рза = С 
оз In ecuación de la familia de las trayectorias ortogonales (elipsos).p>- 
Hállense las trayectoriasortogonales de las familias dadas 
de las curvas (a es un parámetro): 
1442. ay? = 29. 1.143. y = az". 
1.144. 22 — 2,? = aè. 1.145. y = ае. 


Al formar las ecuaciones diferenciales de primer orden en los 
problemas físicos a menudo se utiliza el método de las diferenciales, 
según el cual las relaciones aproximadas entre los incrementos peque- 
ños de las magnitudes, se sustituyen por las relaciones eutre sus di- 
ferenciales. Esta sustitución no se refleja en los resultados, pues todo 
se reduce a la eliminación de los infinitésimos do órdenes superiores. 
El otro método para formar las ecuaciones diferenciales consiste on 
la utilización del sontido físico de la derivada como velocidad do la 
duración del proceso. 

EJEMPLO 22. En un recipiente inicialmente se contiene A kg de 
sustancia disuelto en B litros de agua. ero. cada minuto en el re- 
cipiente entran М litros de agua y salen № litros de disolución (М > 
> М), además la concentración se conserva homogénea mediante la 
agitación. Hállese la cantidad de sustancia en el recipiente dentro 
de 7 minutos, después del comienzo del proceso. 

+4 Designemos рог x (f) la cantidad de sustancia en el recipiente 
dentro de £ minutos después del comienzo del proceso y рог (т + Az) 
en el Liempo (t + At). Señalemos que Az < 0 para At > 0 (es decir, 
la disolución «se debilita»). 

Sea V (t) el volumen de la mezcla en el momento t: 


Y (t — B + Mt — Nt. 


La concentración de la sustancia en el momento f es igual, evi- 
dentemente, a z/V. Eu un lapso de tiempo infinitamente pequeño 
[t t+ Atl la cantidad de sustancia se cambia en una magnitud infi- 
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nitesimal Az para la cual es válida ła igualdad aproximada 


z 
APR ipi Am EE 


Sustituyendo los incrementos Ar y Af por las diferenciales dz y dt 
obtenemos la ecuación dilerencial: 


Na 
A t 


Integrando esta ecuación con variables separables y considerando 
M > N hallamos la solución general 


(у= 


(3 (M— XN) M-N 


Utilizando la condición inicial z = А para £= 0 hallamos la solue 
ción particular 


B 


ота exar 


Poniendo t — 7, obtendremos la respuesta: 


E В M-N 
50а (отт) 

El caso de M = N exige un análisis particular (véase el problema 
150. > 


1.146. La velocidad de enfriamiento de un cuerpo es 
proporcional a la diferencia de temperaturas del cuerpo y el 
medio ambionle que lo rodea (ley de Newton). Hálleso la 
temperatura 7 en función del tiempo (, si el cuerpo calentado 
hasta 7, grados está introducido en un local donde la tem- 
peratura es constante e igual a a grados. 

1.147. ¿Al cabo de cuánto tierapo la temperatura de un 
cuerpo calentado hasta 100 °С descenderá hasta 25 °C, si la 
temperatura en el local es igual a 20°C y durante los pri- 
meros 10 minutos el cuerpo se enfrió hasta 60 °С? 

1.148. La acción retardadora del rozamiento sobre un 
disco que gira dentro de un líquido es proporcional a la 
velocidad angular de rotación. Hállese csta velocidad angu- 
lar en función del tiempo, conociendo, que el disco, que co- 
1nonzó a girar con una velocidad de 5 r.p.s., al cabo de dos 
minutos gira con una velocidad de 3 r.p.s. éDentro de qué 
tiempo tendrá una velocidad angular de 1 r.p.s.? 
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1.149. La velocidad de desintegración del radio es pro- 
porcional a la cantidad disponible del mismo. Durante uu 
año se desintegra 0,44 mg de cada gramo de radio. ¿Cuántos 
años lardará en desintegrarse Ja mitad de la canlidad dis- 
ponible de radio? 

1.150*. La velocidad con que sale el agua de un гесірісп- 
te a través de n orificio pequeño se determina por la 
fórmula v = 0,6 2gh, donde л es la altura del nivel de agua 
por enc: del orificio. g es Ja aceleración de la caída 
libre (póngase g = 10 m/s?). ¿Al cabo de cuánto tiempo sal- 
drá toda el agua del depósito cilíndrico que Liene un diámetro 
2H == 4 y una allura H - 1,5 m, a través de nn orificio en 
el fondo de 2r — 0,05 m de шеи" 

1.1517. La contidad de luz absorbida al pasar a través 
de una capa delgada de agua, es proporcional a la cantidad 
de luz que cae sobre ella y al espesor do la capa. Sabiendo, 
que al atravesar una capa de agua do 2 m de espesor se absor- 
be 1/3 dol flujo luminoso inicial, hállese qué parte de esta 
luz alcanzará la profundidad de 12 m 

1.152. Una barca disminuye su movimiento a consecuen- 
cia de la resistencia de) agua que es proporcional a la velo- 
cidad de la barca. La velocidad inicial de ésta es de 1,5m/s, 
al cabo de 4 segundos se reduco a 1 m/s. ¿Qué tiempo se ne- 
cesita para que la velocidad disminuya hasta 1 cm/s? ¿Qué 
trayecto recorrerá la barca hasta parar? 

1.153*. Una bala a la velocidad vj = 400 m/s atraviesa 
una pared cuyo espesor es Ё — 20 em y sale a la velocidad 
de 100 m/s. Suponiendo que la fuerza de resistencia de la 
pared es proporcional al cuadrado de la velocidad de 
movimiento de la bala, hállese el tiempo que tardó la bala 
en atravesar la pared. 

1.154. En un depósito se encuentran 100 1 de solucián 
que conlieno 10 kg de sal. En el depósito entra el agua a una 
velocidad de 5 l/min y la mezcla sale de él con la misma 
velocidad. La concentración se supone homogénea. ¿Qué 
cantidad do sal se quedará en el depósito al cabo de una 
hora? 

1.155, Cierla sustancia se transforma en otra con una 
velocidad proporcional a la cantidad de sustancia no trans- 
formada. Si al cabo de una hora quedan 31,4 g de la prime- 
ra sustancia y al transcurrir otras tres horas, 9,7 g hállese: 
a) ¿Cuánta sustancia había al inicio del proceso? b) ¿Cuánto 
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tiempo, después del comienzo del proceso, transcurrirá hasta 
quedar sólo el 1% de la cantidad inicial? 

1.156*. En el local de un taller de 10 800 т? de capaci- 
dad el aire contiene 0,12% de dióxido de carbono. Los 
ventiladores suministran aire fresco con uu contenido de 
0,04% de dióxido de carbono, en cantidad de 1500 m*/min. 
Suponiendo que la concentración de dióxido de carbono on 
todos los lugares del taller y en cada momento de tiempo, es 
la misma, hállese el contenido de dióxido de carbono a los 
10 min después que el ventilador inició su trabajo. 

1.157. La intensidad de la corriente j en un circuito con 
resistencia /?, autoinducción Z y tensión ; satisface la 
ecuación 


di 
di 
Hállese la intensidad de la corriente ¿ en el momento £ si 
и = Ё son ® е i = 0, para t = 0, (1, R, E, w son cons- 
tantes). 


L b Riu. 


$2. Ecuaciones diferenciales 
de órdenes superiores 


_. 1. Nociones fundamentajes, Teorema de Cauchy. La ecuación 
diferencial de n-ésimo orden tiene la forma 


Р (2, y. ye a s ums 9 a) 
o bien 
g = / (т, у у, - ym. [^1] 


Se Пата solución general de la ecuación (1) ó (2) una función 
tal y = Фф (2, Сү... + Cp), que para cualesquiera valores de los pa- 
rámetros Cy, ..., C, es la solución de esta ecuación diforencial. 

La ecuación 


D (ns y Cn с) = 6 (3) 


me determina ia solución general como una función implicita, se 
llama integral general de la ecuación diferencial 

Se Hama problema de Cauchy para la ecuación diferencial (2) el 
problema de determinación de la solución y (2), que satisface Jas 
condiciones iniciales dadas 


y Gu) = ge Y (O a cS BOD eg ут. (0) 


a, Cn) de la ecna- 
esolver el problema de Cauchy Jas constantes 
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ез resoluble) 


m= (zo Су, .- Са), 
HEF (Eo, e n En), 


— С,..., Cn). 

TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION DEL 
PROBLEMA DE CAUCHY. Si la ecuación diferencial (2) es tal, que la 
función f (2, y, Wy sss 07D) en cierta región D de variación 
de sus argumentos es continua y tiene derivadas parciales continuas 
д] Of д] Bd 
дуду, gem s Cndeners para todo punto (те, Воз Vy «+ > IA) € D 
existe tal intervalo zy — h « т < xo +- h, sobre el cual existe la solución 
de esta ecuación y además única, que satisface las condiciones 
iniciales (4). 

FJEMPLO 1. Muéstrese que la función y y ¿0% os la solución 
general de la ecuación diferencial yy" 


= быб, у "mE 


4 Tenemos: 


Sustituyendo las expresiones y, y” € y” en la ecuación dada, oblendre- 
mos la identidad 


Cue0m C CRI = (C C p 


Por consiguiente, la función y = C,e®™ es la solución general de la 
ecuación dada. p> 

EJEMPLO 2. Hállese e] campo de existencia y la unicidad de solu- 
ción de la ecuación 


* La función f(x, y, y')— 
LY 
E 


LE MA xg iss 
ay" Фуу * continua para = е y >0 


ivi of . 
y su derivada parcial Jf 


fes continua para = = 0, y'z»0; la derivada parcial 


Por шоно la ecuación dada tiene la única solución para 
40, у > 0 

Hállese el campo de existencia y Ja unicidad de solución 
de las ecuaciones: 


24. y'—z4 V Ay 


Muéstrese que las funciones dadas son soluciones gencra- 
les de las ecuaciones diferenciales correspondientes: 


2.3. y — ln 8 TC y"=y?. 
1 


. 22. y — y' In y'. 
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2.4. y = 2? n xz + Су? + Сх) Co ay” = 2. 


Muéstrese que las relaciones dadas son las integrales 
generales de las ecuaciones diferenciales correspondientes: 


2.5. & son? (Cz +- Cy) = 2€5; у = e" 
2.6. Ciy = sen (Ciz + Ca); yy" + 1=у°%. 


Muéstreso que las funciones dadas son las soluciones par- 
ticulares de las ecuaciones diferenciales correspondientes: 


2.7. y -ic +1); 1+ y? = yy". 
28. у= е y + у? = yy. 


Eliminando los parámotros dedúzcanse las ecuaciones 
diferenciales рага las familias de las líneas siguientes: 
2.9. Rectas sobre el plano no paralelas al eje Oy. 

2.10. Circunforencias de radio constante R. 

2.11. Sinusoides y = A sen (x + æ) dondo А y « son 
parámetros. 

2.12. Parábolas con el eje paralelo al oje Oy. 


2. Ecuaciones que permiten la reducción del orden, Más abaje 


se dan algunos tipos de ecuaciones diferenciales de n-ésimo orden que 
permiten la reducción del orden. 


а) ECUACIONES DEL TIPO y™)=f (2). La solución general se 
obtieno integrando л veces SLAP e ende Pra (8) 


donde Pg5.,(z)—C,z"-14-C,z?-73-F...-FCn.,z-FCn» о según la 
fórmula 


" 
i-e) feo tmm aee Pai (9) 
xo 


EsempLo 3. Hállense la solución general de la ocuación у" == 


y su solución particular, que satisface las condiciones 


те х 12 ‚[* 

iniciales 1(2)= =, y (4) 
+4 integrando por primera vez tenemos y" — ig. + Сү. La inte- 
gración reiterada nos da y = —In | соѕ z | + Cız + Co. Esta es la 
solución general. Sustituyendo ahora en la solución general obtenida 


1. 


y en la expresión para la primera derivada z = T y respectivamente 


v = DP y y = 1, obtenemos el sistema de dos ecuaciones con las ìn- 
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udo este sistema determinamos los valores 
— 0 y Ca = 0 que corresponden a la solución 
апе, por consiguiente, tiene la forma у = 


particular 
= — ln | cosg |. 

b) ECUACIONES DEL viro P (z, уб), ..., y(O) += 0, es dee 
nes que ne contienen implícitamente la función buscada y sus 
е ivadas h sta el orden & — 4 inclusive. Sustituyendo y4) = p (2) 
el orden de [а ecuación se reduce en k unidades: P (z, р, р... 

pik) = 0. Supongamos que para la ecuación obtenida pode- 
mos. llar la solución general р (х) = Фф (2, Cn... Cay) Enton- 
ces la función buscada y (2) se obtiene integrando k veces la función 
Фф» Eo sese Dado 
EJEMPLO 4. Hállese la solución particular de la ecuación 


aty" -H 2a: 


que satisface las condiciones iniciales ПОЕ 


и) = + и 0) -—1. 

44 La cevación dada no contiene y c y". Pongamos y”=p, 
entonces у" = > y Ja ecuación toma la forma 3. jap, 
, dp, E ws Я 
o АР ppo. уна os ln спасіба de primer orden. Su solu- 

de tw 
ción gonoral es р=—-р cL. Utilizando la condición inicial 


1 


y" (0) = p(f)  —1 obtenemos Сү=0. Por consiguiente, y^ = — у» 


de donde y = sig Су. La condición inicial у (1) 21/2. permite 


determinar С. 0. Integrando otra vez obtenemos у= + Ca y 
de la condición y(1)=1/2 se deduce que C41. Así pues, la зо- 


lución particular buscada es y=1 37 (hipérbola equilátera). pe 


€) ECUACIONES DEL TIPO F(Y y's + 000) =0 que no con- 
tienen implícitamonto variablo independiente, Sustituyendo y'= 


d, 2 
spo =н, o (Pre Ez, ctos el ordeu do la 


ecuación se reduce en una unidad. 
EJEMPLO 5. Mállese la integral general do la ecuación y'y"— 
—3y"2:=0. 
. " dj 
44 Pongamos y — ptg) y =,» 


Entonces la ecuación se transforma en 


ee ere zh). 


Reduciendo los términos semejantes y simplificando en р? (en este 
сазо es conveniente tomar en consideración la solución que se pierde 
р 0 б y = e), tenemos 


1 "i 
Poniendo aquí 52 


Simplificando en z (en este caso es conveniente {отаг са con- 


sideración una solución más zr 


=C,2-|-C,) obtendremos =p 


es decir, p=C, o y= 
=0, de donde 1а |z| —lu p?= 


=1n16,1, 6i Саре. Intogrando la última ecuación halla- 


mos que 


т M. e de 3 
а а ааа 


Definitivamente obtendremos z=C,y2-+ Cay- Са, donde = 
==), б,= — 03, ез decir, la familia do parábolas, Señalomos 
que en la solución general figuran las soluciones particulares quo 
fueron pordidas con anterioridad. 

de . 

d) ECUACIONES DEL TIPO pe la Mm Ys. 001—0) — 0, es 
decir, tales ecuaciones en las cnales el primer miembro puede ser re- 
presentado como derivada total con respecto a z de cierta función 
G (z, ү, gos y). Integrando por z oblendremos una nueva 
ecuación cuya orden es en una unidad inferior al orden de la ecuación 
ini 


EJEMPLO 6. Hállese la solución general de la ecuación 
( 42m y -H ry ч. 


+4 El primer miembro de la ecuación es una derivada total res- 
pecto а х de lu función (1-Fz?)y' y el segundo. de la función 


а 
EM es decir, podemos reescribir la ecuación акі: ((01-p22) y)! = 


We 
=(5) . De aquí, integrando obtenemos (1-|-2%) y” 


EETA 


d px 


de. 
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Por cousiguionte, 


(EA ИР с, 
las а (q em: aue 


y definitivamente 


1 E 
=ч sr arctg z 4- Cs 


44 
4 


2. Bsta es la solución general. je 


e) LA ECUAGIÓN F (e, y, ys у-у YON = 0, ES HOMOGÉNEA 

RESPECTO A LA PUNCIÓN Y SUS DERIVADAS, es decir, F (х, ty, 
ty ar Ly ON) == RF (т, Ya... u, 25 0. Sustituyendo 
y ya ое yz le) orden de la ecuación se reduce 
en una unidad. 
EIBMPEO 7, Itállese la solución general de la ecuación хуу" — 
— YY yu 
A Pongo 
la forma 


ya, y" = p (È 42). Entonces la ecuación Loma 
zy! (334-2) — 20222 — ytz — 0. 
Simplificando en y* (en este caso se obtiene la solución y=0) 


ablenemos 22 — 


—0, de donde z—6,z. Ya que 


e=£, entonces Iogamos а la ecuación y'= Cin, 0 Y. Суг дг, 
eut 

2 
es la solución general que contiene precisamente la solución par- 
ticular perd.da y=0. p» 

,, En algunos casos 
ción explícita e impli 
en forma paramótrica. 

RigXPLO 8. Hátlese la solución general de Ja ecuación y d+ 
2XIn y) = f. 


44 Pongamos y p, y” = 2. Entonces la ecuación toma la forma 


de donde In y= In|C,] o у= С°, donde T,=C,/2. Esta 
+ 2 E 


difícil hallar la solución en la forma de fun- 
a, sin embargo se consigue recibir la solución 


d? & p 21np) -1 odr— (1--21n p) dp de donde z= —g + 


T 2plnp- C Ya que dy = р йт, entonces hallamos, dy = 
=p 4 + 210 р) ар de donde у= p'lnp +C, y obtenemos la 
solución general en forma paramétrica: 

z= pti + 21р) + Co np + Cue 


Resuélvanse las ecuaciones diferenciales aplicando méto- 
dos de reducción del erden: 


2.13. “==> 2.14. у" s £4- sen =. 
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2.15. y" + 2zy'?— 0. 2.16. zy у — z sen 2. —0. 


247. zy" zy mt " 2.18. zy" -- 22у —1=0. 
249. (1—22) y +ay —2—0. 2.20. (1-е) y^ 4- y =0. 
2.21. y" —2 uy" — 1) etg r. 2.22, zy" y". 

2.23. 2.24. (2y4- y) y — y^. 


2.25. 2.26. у3у" +1=0. 

2.27. yy" + y —y?=0. 2.28. yy” — 2yy' In y— y/2—0. 
2.29. y" tg y = 2у®. 2.30. (y — Dy = 24”. 

231. ay" + y — z — 1 = 0. 2.32. yy" + у = c. 
2.33. у= 00. 2.34. mE 
2.85*. yy” = (y — 24 Y. 

2.36. zy' (yy" — y?) — yy? = zy 

2.37. хуу" + ay? = 2yy'. 2.38. 2yy" — Зу? = 4y’. 


Hállense las soluciones particulares de las ecuaciones di- 
forenciales que satisfacen las condiciones iniciales dadas: 


2.39. y" = ze, y (0) = 1, у (0) = 0. 
240. y" =E, y(1)=0, y (1)=1, y (1)=2. 


rx 


241. y =L4 E, y) 70, 0 (0)=4. 

2.42. (1 + 23 - y? 4-10, y (0) = y (0) = 1. 
2.43. y" = e, y (0) = 0, y (0) = 1. 

2.44. y" cos y + y^ seny — у = 0, y (—1) = nib, 

y (—1) = 2. 

2.45. y ly = 2уу (1 +39), y (0) = 9, y (0) — 1. 
2.46. yy" — y? = у, у (0) = 1, y (0) = 0. 

2.47. уу" = 2ху?, y (2) = 2, у (2) = 0.5. 

2.48. 2yy" + y — y? = 07 y (0) = у (0) = 1. 

2.49. Hállese la curva integral do la ecuación yy'y” = 


= y? + y” que es tangente en el origen de coordenadas 
a la recta z+ y = 0. 
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0. Hállese la curva integral de la ecuación yy” - 
| ytt | = 0 que pasa por el punto M, == (0, 1) y que es 
tangente en este punto a la recta z | y 45 
Hállense las soluciones gener de las ecuaciones dife- 
renciales en la forma paramélLri 
2.51. (c + 24) y" = 1, 2.52. y”? — 2y y" +3 = 0. 
2.53. (2-H y')e" y" =4. 2.54. (Зу — 2y' Ww" — y3—0 
2.55. IIáliense la ecuación de la curva que es tangente al 
eje de abscisas en el origen de coordenadas, si su curvatura 


en todo punto es igual a cos a (— 7 r< 2). 


2.56. Hállense las ecuaciones de las curvas, cuyo radio 
de curvalnra en cualquier punto es igual а Ia longitud del 
segmento de la normal, que está comprendido entre este pun- 
Lo y el eje de abscisas, si la curva es 

a) cóncava hacia Jas y posilivas, b) cóncava hacia las 
y negativas. 

2.57*. Mállense las ecuaciones de las curvas cuyo radio 
de curvatura en cualquier punto es dos veces mayor que la 
longitud del segmento de la normal comprendido entre este 
punto y el eje de abscisas si es conocido que la curva es: 

a) cóncava hacia las y positivas, Ъ) cóncava hacia las y 
negativas. 

2.58. Determínese la forma de un hilo no extensible, ho- 
mogéneo, flexible, cou extremos fijos, que se encuentra en 
el estado de equilibrio bajo la acción del propio peso, si el 
peso de una unidad de longitud del hilo es igual a q (la pro- 
yección horizontal de la fuerza de tensión del hilo es Н = 
= сопзі). Colóquese cl hilo de tal modo que el vértice de la 
curva coincida con el punto (a, 0), donde a = Hig. 

2.59. Un hilo no extensible, homogéneo, pesado, flexible, 
en estado de equilibrio se somete a una Lensión, proporcio- 
nal al área variable de su sección transversal. Determínese 
Ja forma del hilo, suponiendo que es plano, si el peso de una 
unidad de volumen del hilo se igual a q (la proyección hori- 
zontal de la fuerza de tensión del hilo es H = const). Coló- 
quese el hilo de tal modo que la curva pase por el origen de 
coordenadas y lenga en este punto la tangente horizontal. 

2.60. Un cuerpo de masa m se mueve rectilíncamente bajo 
За acción de una fuerza constante P. Hállense la velocidad de 
movimiento dol cuerpo y el trayecto recorrido por el como 
funciones del tiempo, si en el momento inicial ambos son 
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iguales a cero y la resistencia del ambiente es proporcional al 
cuadrado de velocidad. 

2.61*. Una pelota de 400 д de masa cae desde una allura 
de 16,7 m sin velocidad inicial. La resistencia del aire es pro- 
porcional al cuadrado de la velocidad de la pelota c igual 
а 0,0048 H, a la velocidad de 1 m/s. Calcúlense cl tiempo de 
caída y la velocidad de la pelota en el final de la caída. Tó- 
mese g — 10 m/s?. 

2.62. Un cuorpo de masa m se eleva rlicalmente con 
una velocidad inicial го. Suponiendo que la resistencia del 
airo es proporcional al cuadrado de la volocidad del cuerpo 
(con un coeficiente de proporcionalidad igual a &?), hállense 
la allura a la que se eleva el cuerpo y Ja velocidad con que 
vuolve a su situación inicial, así como el tiempo de subida 
y caída del cuerpo. 

2.63*. Una pelota de 400 g de masa fue lanzada hacia 
arriba con una velocidad de 20 m/s. Caleülense el tiempo que 
la pelota tardó en elevarse y la altura máxima de subida, si 
la resistencia del aire es proporcional al cuadrado do la velo- 
cidad de la pelota (con un coeficiente do proporcionalidad 
igual a К?) y además es igual a 0,0048 IL, a la velocidad de 
1 m/s. Tómese g — 10 m/s?. 

2.64. Dotermínese la ley del movimiento roctilínco de un 
punto material de masa m bajo la acción de la fuerza de repul- 
sión, que оз inversamente proporcional al cubo de la distan- 
cia del punto al centro inmóvil, En el momento inicial el 
punto 0814 en reposo y se encuentra del centroa la distancia £o- 

2.65. Un punto material de masa m se muevo reclilínoa- 
mente en dirección al centro inmóvil que lo alrae con una 
fuerza inversamente proporcional al cubo de la distancia des- 
do el centro (el coeficiente de proporcionalidad es igual a má). 
Detormínese la ley de movimiento, si empieza cuando el pun- 
to se encuentra en estado de reposo y está del centro a una 
distancia de z,. Determínese el tiempo al cabo del cual el 
punto al za el centro. 

2.66. Un cohete se mueve verticalmente hacia arriba ba- 
jo la acción de Ja fuerza de repulsión debida a la salida do los 
gases. La masa del cohete varía en función del tiempo según 
la ley m = m, q (£), donde my = const (principio de la com- 
bustión del combustible). La velocidad relativa de la salida 
de los gases es constante e igual a ш. La velocidad inicial 
del cohete cerca de Ja superficie de Ja Tierra es nula. Hállese 
la altura a que se eleva el cohete como Función del tiempo, 
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si Ја resistencia del aire se desprecia. Analícese el caso parti- 
cular cuando m = m, (1 — at) y calcúlese para este caso 
a que altura se eleva el cohete pasando 10 s, 30 s y 50 s, 
cuando ua = 2000 m/s уа = 0,01 s-'. Tómese g == 9,8 m/s?. 

2.67. Determínese cuánto tiempo tarda en caer sobre la 
Tierra un cuerpo atraído por la Tierra según la ley de Newton 
(con una aceleración inversamente proporcional al cuadrado 
de la dislancia entre ellos), si'en el momento inicial la vejo- 
cidad del cuerpo es nula y la distancia entre él y.el centro de 
la Tierra es igual a H. Despréciese la resistencia de la atmós- 
fera. La aceleración de la caída libre sobre la superficie dela 
Tierra es constante e igual a g. 

2.68*. Un cuerpo que se encuentra a la distancia д = 
= 60,27 R, del centro de la Tierra (lo que corresponde a la 
distancia entre Ja Tierra y la Luna), cae sobre la Tierra del 
estado de reposo bajo Ja acción de la fuerza de la gravedad, 
con una aceleración inversamonte proporcional al cuadrado 
de su distancia al contro de la Tierra. Despreciando la re- 
sistencia de la atmósfera delermínose, cuánto tiempo tardará 
en caor sobre la Tierra. Tómese /t, = 6,377.10 m, g = 
= 9,8 m/s?. 

2.69. Determínese la velocidad a la que el meteoro choca 
contra la Tierra, si cae desde una allura infinitamente grande 
a partir dol estado de reposo y si, moviéndoso hacia la Tio- 
rra, la aceleración se toma inversamente proporcional al cua- 
drado de la distancia entre él y el centro de la Tierra. Tómese 
el radio de la Tierra igual a А, = 6377 km, la aceleración 
de la caída libre igual а g = 9,8 m/s?. 

2.70. Por el eje Oy en dirección positiva se mueve el pun- 
to A (objetivo) con una velocidad constante v. Sobre el plano 
Oxy se mueve el punto M (perseguidor) con una velocidad 
constante u (u > v) de tal modo, que el vector de velocidad 
siempre ostá dirigido hacia el punto 4. Determínese el tra- 
yecto del punio M (curva de persecución), si en el momento 
inicial de tiempo t = 0 el punto А se encuentra en el origen 
de coordenadas y el punto M sobro cl eje Oz a la distancia 
а > 0 del objetivo. 

2.71*. Una viga de largo 1, cuyos extremos reposan sobro 
dos apoyos, está bajo Ja acción de una carga uniformemente 
distribuida, de intensidad g. Hállense la ecuación del eje 
encorvado de la viga y su Flexión máxima, escogiendo el 
origen de coordenadas on la mitad de la viga no cargada. 

2.72*. Una viga de largo i, cuyo extremo derecho está 
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empotrado en la pared, se encorva por la fuerza Р aplicada 
al extremo izquierdo y por la carga uniformemente distribui- 
da, de intensidad q. Hállense la есилеібп del eje encorvado 
de la viga y su flexión máxima. 

2.73*, Una viga de largo і, con el oxtremo izquierdo empo- 
trado, se encorva hajo la acción de una carga uniformemente 
distribuida, de intensidad q. ¿Qué fuerza P, accionando ha- 
cia arriba, debe ser aplicada al extremo derecho de la viga, 
para que la flexión en el extremo derecho de la viga sea nula? 


3. Ecuaciones homogéncas lineales. La ecuación de la forma 
ya (2) y (®-)-+-... H аца (y dea (0) у = 0 (5 


se llama ecuación diferencial homogénea lineal de n-ésimo orden. Si se 
conoce cualquier solución particular y, (т) de la ecuación (5), entonces 
la sustitución y (z) = yy (2) z (z) reduce esta ecuación a lu ecuación 
lineal respecto a la función z (x), que no contiene explícitamente esta 
función. Por esto, haciendo z' (2) == и (z), oblenemos la ecuación 
homogénea lineal de orden п — 1 respecto a la función и (z). 

JEMPLO 9. Hállese la solución generul de la ecuación 


(41) y — 2zy' + 2y = 0 


cerciorándose de que la función y, (2) = v es una de sus soluciones 
particulares. 

* Ya que yj (z) = te y (2) = 0, entonces sustituyendo la expresión 
A (2), yi (х), yt (x) en la ecuación dada nos cercioramos de que la 
función y; (2) = z es realmente su solución particular. Pongamos 
y = az, hallemos у = 22 4-2, y" = zz" + 27 y sustituyamos las 
expresiones y, y' e y” en la ecuación. Obtenemos 


(è + 4) (ez + 22) — 2z (zz! + 2) d- 22 = 


ó 

1(0+1)1 +2 =0, 
Ahora, haciendo z' = и, 2" = и’ llegamos a la ecuación de primer 
orden respecto a u: 

z (3 + 1) и + 2и = 0. 


Esta es la ocuación con variables separables. Su solnción general tiene 
la forma 


zi 
==, 
de donde, considerando n — z', obtenemos la ecuación de primer orden 
respecto а z: 
E 
dz=0, (147) a. 
Integrando la última eevación hallamos z= С, (2) БС, y por 


cuanto y = zz, entonces obtenemos definitivamente la solución gene- 
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ión inicial 


ral de la oc 


po 0102-1004 


nós arriba se generaliza en el caso, cuando son 
conocidas k soluciones linealmente independientes particulares de la 
ecuación En este caso, empleando sustituciones adecuadas, el 
orden de la ecuación. puede ser reducido en f unidades. 


2 


partienlar de la ecn 


El método expuesto 


74. Demuéstrese el teorema: si y, (2) es una solución 
ción homogénea lineal y” -1- p (x) y' 4- 
| q (2) y = 0, entonces la función ya (4) == yy t) e Jonas ji 


de 


uio © también una solución de esta ceuación y la 
1 
e 1A Я Я -i»onax di 
función y y; (2) (с, 4 с, ђе [pisas TO, ) es su solu- 
i 
ción general. 
2.75. Mállese la solución general de la ecuación y" — 
— Gg бу =U, si la fuación e* es su solución particular, 
2.76. Jlálleso la solución general de la ecuación y” — 
2y’ — Зу = 0, si la función e™ es su solución particular. 


2,71. Mállese la solución general do la ecuación zy^4-2y' -+ 
^ n РА зеп РИ n 
+ zy = 0 si la función E es su solución particu- 
Jar. 


2.78. Hállese la solución general de la ecuación (1 — 
— a?)y" — 2xy' + 2y = 0, si la función w es su solución 
particular. 

2.79. Mállese la solución general de la ecuación ay” + 
+ баду" + 2ay' — 2y = 0, se conocen sus soluciones 
particulares gj = z € Ya 

Se lama determinante de Wronksi (wronskiano) del sistema de 


dx. 


funciones y (2). yal), +... Ва ба) el determinante 
nda) lE) e Int) 
Wis ne) ош es gms QD 


7h Ge) yy (а)... aon (a) 

Si el sistema de fuuciones y, (2), ye (2). - - « y, (2) es lineal- 
mente dependiente en el intervalo (a, b), entonces su wronskiano es 
nulo en todos los puntos de este intervalo. Si por lo menos en un punto 
ze € (т, b) tenemos W (<p) == 0, entonces el sistema de funciones 
4i Ds a (2). sss Un (7) es Jineulmente independiente en el inter- 
valo (a, b). 

Cualquier si 
Y (0), ya h > 
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ema de п soluciones lincalmente independientes 
+ yn te) de la ecuación (5) se lama sistema Junda- 


mental de soluciones de esta cenación. El wronskiano del sistema fun- 
damental de soluciones es diferente de cero en Lodo el intervalo, donde 
estas soluciones están determinadas (véase el problema 2.98). Si se 
conoce el sistema fundamental de soluciones de Та ecuación (5), en- 
tonces la solución general de esta ecuación tiene la forma 


rin Cu (DA ...- Саа С 


donde Cy... Cn son constantes arbitrar 

EJEMPLO 10. Está dado el sistema de funciones r, сох л, sen z. 
Hálese el wronskiuno del sistema W (<) y cercióreso de que sobre 
cierto intervalo el sistema es linealmente independiente, Compóngase 
la ecuación diferencia] homogénea lineal, para la cual este sistema de 
funciones es un sistema fundamental de soluciones y eseríbiase Та so- 
lución general de la ecuación. 

4 Compongamos el wronskiano 


х созт sony 
№02) |4 — 
0 —cos z — sen 


seng cosa 


Ya que W (c) = z, entonces cl sistema es lineabmente independiente 
en Lodo el eje Oz y, por consiguiente, forma el sistema fundamental 
de soluciones de cierta ecuación homogénea lineal de tercer orden, 
cuya solución general es la función y — Cir + Ca соз р + Cy sen a. 
Para componer la ecuación diferencial hallemos las derivadas y', y^, 
y^ y eliminemos las constantes arbitrarias de las expresiones para y, 


y, y", y". Tenemos 


и = Cir + Ca cos z -|- C, sen т. 


ҥо= ү С, sen z + Ca cos 7. 
и" = — С, cos x — Cs sen x, 
у? = Ca sen х — Су cos a 


Es fácil ver que multiplicando las igualdades primera y tercera por 
—4 y la segunda y la cuarta por z y sumando estas cuatro igualdades, 
obtendremos 


ay" y day — gym. © 


Esta es la ecuación diferencial busrada, 

Se puede obtener de otro modo si se tiene en cuenta que la solu- 
ción y de la ecuación buscada, junto con las funciones r, cos л, sen s, 
forma el sistema linealmente dependiente y por eso el wronskiano del 
sistema de las funciones y, z. cos т, sen » es ignal а cero: 


y c cor seng 
y 1 —senz cosg 
y" 0 —созт —senz 
у" 0 seng —cusz 


Abriendo el determinante obtendremos la mi: 
fíqueset). 


ma ecuación (6) (veri- 
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Soñalemos que en este ejemplo el wronskiano W (z) = т sé anula 

z = 0, lo que, al parecer, contradice a la afirmación indicada 
tiba acerca de que el wronskiano del sistema fundamental de 
soluciones nunca es igual a cero. Siu embargo, se trata de que esta 
ón es válida sólo para las ecuaciones del tipo (5) con coefi- 
cientes continuos a, (2), .. .› a (2). La ecuación (6) escrila en la 
forma de (5) tiene el aspecto 


rly+y-2y=0, (7) 


es decir, tiene sentido sólo para z 0. Kl sistema de funciones r, 
cos a, sen æ ез el sistema fundamental de soluciones de la ecuación (7) 
en cada nno de los intervalos (— оо, 0) y (0, +00), donde el wronskia- 
no W (z) = х es diferente de cero en todos los puntos; ¡en completa 
correspondencia con la afirmación general anenciouada más arriba! p» 


Investíguense respecto а la dependencia lineal los si: 
sistemas de funciones: 


2, in 2. 2.81. sen 2x, sen z cos л. 
us posts 2,83. z, 22, 2%. 
e, е“, De. 2.85. sen z, cos х, sen 22, 
ch z, sh a. 2.87. ех, e**'. 

2,88. x, 0, e*. 2,89. 1, sen z, cos 2z. 


Conociendo el sistema fundamental de soluciones de la 
ecuación diferencial homogénea lineal fórmese esta ecuación. 


2.90. 1, e7*. 2.91. cos z, e* sen л, 
2.92. 2°, xl. 2.93. 1, x, е. 

2.94. 1, sen z, cos х. 2.95. 2z, х — 2, +4 
2.96. e», e5*, 2.97. e, son х, cos z. 


2.98**. Demuéstrese que si y (2), ys (2), ...› Yn (2) 
son soluciones de la ecuación diferencial homogénea lineal 
do n-ésimo orden con coeficientes continuos en cierto inter- 
valo (a, b) y si el wronskiano W (z) de este sistema es nulo 
para xy € (a, b), entonces W (z) = 0 para a < = « b. 

2.99*. Está dado el sistema de funciones y, (£), Ya (z), -+> 
++ «> Yn (z) y además en cierto intervalo el wronskiano W (х) 
de este sislema оз diferente de сего. Fórmese la ecuación di- 
ferencial homogénea lincal para la cual este sistema, es un 
sistema fundamental de soluciones. 

2.100. Conociendo el sistema fundamenta] de soluciones 
de la ecuación diferencial homogénea lineal е, cos 2, sen т, 
hállese su solución particular que satisfaga las condiciones 
iniciales: y (0) = 3, у (0) = 4, y" (0) = — 
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* soluciones 
fg, «+, 


2.101. Conociendo el sistema fundamental d 
de la ecuación diferencial homogénea lineal 
hállese su solución particular que satisfaga las condiciones 
iniciales: y (0) = 6, y (0) = 14, y (0) = 36. 


4. Ecuaciones no homogéncas lineales. La ecuación de la forma 
Ya (2) 009-94... ma (2) y Баа (0) y=] (2), (5) 


en la cual f (х) 55 0 se llama ес 
de n-ósimo orden. д 

" solución genera] de la ecuación (8) se determina por la fôr- 
mula 


ación diferencial no homogénea Lineal 


y (mus) (0 [7] 
donde yo (2) es la solución general de la ecuación homogénea corres- 


айал (5) e y (2) ез cierta solución particular de la ecuación no 
'omogénea (8). 

EJEMPLO 11. Está dada la ecuación diferencial no homogénea li~ 
meal xy" — y" + zy' — y = 223. 

Es conocido que la función z* es su solución particular. Se exige 
hallar la solución general de esta ecuación. 
+4 Según la fórmula (9) la solución general de la ecuacióu no homogé- 
nea se forma como la suma de la solución general уо (т) de la ecuación 


homogénea correspondiente y de la solución particular Tw de la 
ecuación no homogénea. En nuestro caso y, (x) = C, х -- Co eos 2 -H 


+ Cs sen z (véase el ejemplo 10) e y (x) = Por consiguiente, la 
solución general buscada сз y = Сүт + Ca cos z A- (y sen z + 19, 

Si es conocida la solución general yo (х) == Ci (9 ae es 
+.. F Cups (2) de la ecuación homogénea (5) correspondiente a la 
ecuación (8), entonces para determinar la solución particular f^) 
de la ecuación (8) se puede emplear el método de Lagrange de varia 
ción de las constantes arbitrarias. 

Precisamente buscaremos;la solución particular de la ecuación 
no homogénes (8) en forma у (2) = C, (2) yr (4)4-.-.-l-Un (2) Jn (2), 
donde exigiromos complemontariamente que las funciones С, (2), ... 

n 


di 
Съ (2) satisfagan las condiciones J) PLD. рага todos 


у=! 
los k—0, 1, ..., п—2 (donde y = уу). Entonces para las funcio- 
mes Cy (2), v—1, 2. ..., п obtendremos el sistema do ecuaciones 


(10) 


ас, 
dz 


ас, aC; 
y o TA 4 gun га). 
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El determinante de este sistema es el wronskiano diferente de cero del 
sistema fundamental de soluciones y, (2), .. « ya (2), por eso cl sis- 


tema tiene una única solución respecto a F, v = 1,2,..., п. 


боз x 


FEJUMPLO 12. Conociendo que las funciones y, (=) = о 


п. (0) = SR forman el sistema fundamental de soluciones de la 


xy "424 +zy=0 (véase ol problema 2.77), húllese la 
solución genoral de la ecuación 


ay + 2y + zy = 2. (11) 
4 La solución general de la ecuación homogénea correspondiento 


1 iJ sen 4. 
se escribe ou Ја forma воб) С, 2240, 2 Z., Considoraudo C, 


{| C, como funciones de z, para determinar la solución particular de 
la ecuación (11) formemos el sistema del tipo (10): 


соз: 
z 


С; (9) 99? + c1 (3) 922-0, 


euo (S2) eio (SES) -« 


(la ecuación (14) debo ser reducida a la forma (8), оз decir, todos sus 
лов deben ser divididos por х). Sustituyendo los valores С; (z) = 
=- ы C((z) en la segunda ccuución obtendremos 


—z 300 2—08 f созт frcosrz— sen. 
Cite) (TA rem) = 


De aquí tenemos С; = —z sen т, Ср = т cos х. 
Después de lu integración obtendremos 
C, (2) = т соз z — seu z + Cg. 
Cg (2) = z sen z + cos z + C, 
y la solución particular buscada 


созт 
Ej 


+e sen z- cos 2) 923 =4. 


T] (к) = (x cos z— sen z) 


Por consiguiente, la solución general de Ја ecuación (11) tiene la 

forma 

sen z 
z 
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Si el segundo miembro de la ecuación no homogénea lineal (8) es 
la suma de varias funciones 


Ра) = Hh GO) +» (o b dr (0) 
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e @) (1=41,2,.... т} son ciertas soluciones particulares de las 
ecuaciones 


009 4 др (2) 009—0) 4... daa Gg! cras (y 
@= 4,2, ...„ т 
respectivamente, entonces la suma 


fj; (2) 


зе) 0 7 9... RO 


es una solución particular de la ecuación (81 (principio de superposición 
de soluciones). 


EJEMPLO 13. Verificando que la función 7, — 


ie es la solución 


particular de la ecuación y” — 2y' — 3y = ех y la función pa — 


+ х os la solución particular de la ecuación y” — 2y'—3y = 
== «х, hállese la solución general de la ecuación 


ut — By — 3р = ex 4 es, 


«De acuerdo con el principio de superposición la función РА =- ie- 


1 РА " shi 14 M 
= es la solución particular de la última ecuación. La solución 


general de la ecuación homogénea lineal correspondiente es la función 
fo == CSS -- Cye-* (véase el problema 2.78). Según la fórmula (9) 
a solución general de la ecuación dada tiene la forma 


y= Gp Сусе е en р} 

2.102. Empleando la solución del problema 2.92 escríba- 
se la solución general de la ecuación a?y" — Gay" + 12y = 
= Зх, cerciorándose previamente de que la función 2/2 es 
una de las soluciones de esta ccuación. 

2.103. Empleando la solución del problema 2,97 eseríba- 
so la solución general dela ecuación y” — 2y" + y" — 2y = 
== 10 e*, cerciorándose previamente do que la función e" 
es una de las soluciones de esta ecuación. 

2.104. Comprobando que las funciones y, (x) = е e 
Ya (ж) = z forman el sistema fundamental de soluciones de 
la ecuación (x — 1) y” — zy' + у = 0, hállese la solución 
general de la ecuación (x— 1)g" — ay + y = (z — M2 

2.105. Comprobando que las funciones y, (х) = cos x 
е y, (х) = z соз z forman el sistema fundamental de solucio- 
nes de la ecuación ctg x-y” + 2y + (2 tg z + ctg 2)y =0, 
hállese la:soJución general de la ecuación ctg z-y* -|- 2y -+ 
+ (2 tg z + etg z) y = costo, 
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2.106. Comprobando que la función Y, (a) = 5z + 6 es la 
solución particular de la ecuación y” — Oy” + by = 252 


y la función Y. = —e* es solución particular de la ecua- 
ción y" бу" -- Эу = 3e, hállese la solución general de la 
ecuación y" — 6y’ + бу = 25x + 3e™ (véase el proble- 
ma 2.75). 

2.107. Comprobando que la función РА 4а) ale es la 
solución particular de la ecuación y” + y” = ех y la función 
Ye (0) = — sen 2x es la solución particular de la ecuación 
y” + y' = б сов Zz, hállese a solución general de la ecua- 
ción y" -+ y' = ех + 0 cos 22 (véase ol problema 2.04). 

5. Ecuaciones homogéneas lineales con coclicientes constantes. 


La forma general de Ja ecuación diferencial lineal de n-úsimo orden 
con coeficientes constantes 


y ayd o. pa A dny = 0, a2) 
donde a, (1 = 1,2, .. ., n) son constantes realos, 
La ecuación 
Ап аа --... ph dr ay = 0. (13) 


obtenida sustituyendo lus derivadas мй) (k= 0, £, ..., п) de la 
función buscada por las potencias Att, se Пата ecuación característica 
para la ecuación (12). A cada raíz real A de la ecuación (13) de mul- 
liplicidad r corresponden r soluciones linealmente independientes de 


la ecnación (12): 
JL EPI 


y a cada par de raíces complejas А = œ -t «$ de multiplicidad в ca- 
rresponden s pares de soluciones linealmente independientes: 


€ cos Pa, хе®® cos Ba, ..., 21 1677 соз Ва, 


2 sou Br, x sen Ba, .. ., 27717 sen фа. 


De este modo si la ecuación característica Liene & raíces realos 
+. 2, de multiplicidades ry, . . +, гу y 1 pares de raíces comple- 
H jugadas, E ә — iis + + o о-о — iB; de multi- 
plicidados s, -e sp (m + se Pra + 2s cb +. «ch 28р = n), ene 
tonces la solución general de la ecuación (12) se escribirá en forma 


у= Fer isi pP TES 
X cos бут -H Ry (2) sen Biz) e" +... + (01 (2) cos Bp x + 


+ Ra (з) sen fa) e", “4 


donde Py (z) es un polinomio arbitrario de grado ry — 1, v sf 
ao ¿Y Qu (9 y Bu (2) son polinomios arbitrarios de grado sy — 1, 
B-i4.5 
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EJEMPLO 14. IIállese la solución gencral de la ecuación 
y + 3y + 2y = 0. 
n característica А2 + 34+ 2 = 0 tiene las raíces 


3. Escribamos el ema fundamental de solucio- 


si 
Des ру = e“, yo Ne Por consiguiente, la solución general tiene 
+ Сек, 


la forma y = Ge зех. 
EJEMPLO 15. Hállesc la solución general de la ecuación 
y 207 + 5у = 0. 


4 La ecuación característica 12424 +. 5 — 0 tiene Jas raíces 
—1 + 2i. Por consiguiente, las [unciones yy == e7* cos 2r, 
х sen 2r forman el sistema fundamental de soluciones y la 
ón general tiene la forma 


y = e“ (C, cos 22 -- С» sen 22). 
EJEMPLO 46, Hállese la solución particular de la ecuación 
yt —9y +34 —з = 0. 
que satisface lus condiciones iniciales y (0) = 1, y^ (0) = 2, y” (0) = 3. 
La ecueción característica А? — ЗАЗ + ЗА — 1 = 0 tiene una 


raíz ímica А == 1 de multiplicidad ғ = 3. Por eso el sistema funda- 
mental de soluciones tiene la forma y, = е®, уз = ле®, уз == ate, 


Por consiguiente 
y == (Сү + Cor + См?) et 


es la solución general de la ecuación. a 
Para determinar las constantes arbitrarios hallemos las derivadas 


y! = (б -H Car + C en (Оу H 2030 е, 
n" = (C, + Core Carth et Y 2 (C. H 2040) 0% -H 20 get 
empleemos las condiciones iniciales, Oblenemos: C 
+ С, = 2, (+20, F 20, = 3, de donde C, = 1 

consiguiente, la solución particular buscada tiene 
у= И л) р 
EJEMPLO 17, Hálese Ja solución general de la ecuación 
Ау + 4y + y=0. 

44 La ecuosión caracteristica 44442241 =0 o (2224-1) =0 tieno 
2, Рог 
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2 
solución general: 


y= (C+ Car) cos 4 (Ca - C43 sn — + 
V 2 
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2.108. Se conoce la solución particular y, = œ de la 
ón diferencial homogénea lineal de segundo orden con 
coeficientes constantes. La ecuación característica correspon- 
diente tiene un discriminante igual a cero. Hállesc la solución 
rlicular de esta ecuación que satisface las condiciones 
iniciales: y (0) = y' (0) = 1. 
de las raíces dadas de la ecuación característica 
ión diferencial homogénea lineal con cocficien- 
ites fórmose la ecuación diferencial y escríbaso 
su solución gener: 
2.109. À, = 
2.111. hi, 
2.113, 4, — 0. А 
2.114. Muéstrese que 


2410. А, = 
2112. М = 


= 4. 
1 solución general de la ecuación 
dr? 


Lehre 
wu D ашы 


puede ser representada en forma de <= A seu (at -b q) 
ог — А cos (e£ -+ q). donde A y Фф sou constantes arbitrarias 
Hállense las soluciones generales de las ecuaciones dife- 
renciales: 
2,115. y" — 2y' — 2y = 0. 2.116. y"+6y'+13y=0. 
2.117. y" — бу' |- 9y — 6. 2.118. 3y" —2y' —8y 0. 
2.119. 4y" — 8у' -| 5y = 0. 2.120. 4y"-- Ay'J4-y—0. 
2.421. y" — 5y" + 17y' — 13y = Ù. 
2.122. yY |. 4y" + Зу = 0. 
3. yY H 2y” -i y" = 0. 
yy — y = 0. 
ШУ 4 2y" + у = 0,2.126. y! — Sy” 4- 16у =0. 
y +8y” + 1бу' = 0. 
a yY — GyIN С 9y" = 0. 
29. 01 — 20. By — áy” | y —Y A y=0 
y" — 2у* yv — 0. 


Hállense las soluciones particulares de las есрасіопез a ba- 
хо de las condiciones iniciales dadas: 


243. y" пу + Ag = 0; y (0) = y (0) = 
2432. y — 2y + y=0 y (2 = 4, y (2) 2. 
2.133. y" — y! = 05 y (0) = 3; y' (0)  —4, y” (0) — 1. 
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2.134*. Mállese la curva integral de la ecuación dife- 
rencial y" — y = 0 que es tangente a la recta y = теп 
el punto O (0, 0). 

2.135. Ilállese la curva integral de Ja ecuació Ў 
y” — 4y' + Зу = 0 que es tangente a la recta 22 — 2y + 
+ 9 = 0 en cl punto M, (0, 2). 


6. Ecuaciones no homogéneas lincales eon coeficientes constan- 
tes, Analicemos la ecuación diforencial uo homogénea linea! con cocfi- 
cientes constantes, es decir, la ecuación del tipo 


Y 4 ag 970 4 aget de aa de ару = f (а), (15) 


donde aj (i= 1, 2, . . ., n) son constantes reales y f (2) © 0. 
Según la fórmula (8) la solnción general de la ecuación (15) se 


escribe en la forma y (2) = go (2) + Ẹ (0), donde y, (a) es Ia solución 


general de la ecuación homogénea correspondiente e y (2) es cualquier 
solución particular de la ecuación (15). La solución general yo (7) se 
da por la fórmula (14). Para determinar » 
puede aplicar el método de Lagrange de va 
arbitrarias (véase el p. 4) 

En el caso particular cuando la función / (zi en la ecuación (15 
tiene la forma f(a) m (d de... E du) AS 0 f (д) = 
= (Балта + ... F bu) сов Br + (corme +... + сог) Sen. Ba) et 
la solución particular y (2) se puede hallar por e) método de coefi- 
cientes indeterminados. Precisamente, si À o & + ip no coinciden con 
ninguna de las raíces reales o complejas de la ecuación característica 


(13), respectivamente, entonces 7 (2) se busca en forma de 
A A 4 D, e 115) 
para f (r) == f (x) o en forma de 
Дш = (AA + Б) cos fie + (Cur? 4 
e. «+ CR sen fa ‹%® (un 


para f (2) = fa (0. Aquí Dy, By y Cy son coeficientes indeterminados, 
т = MÁX (ny, my). 

Si A о œ + 1р coinciden con cierta raíz de la ecuación (13) de 
multiplicidad r, entonces la expresión en el segundo miembro (10) 
о (17) es conveniente multiplicarla complementariamente por z”, es 
decim, buscar la solución respectivamente en forma de 


(X) en el caso general se 
ación de las constantes 


F= at (ат... + Р) 2 am 
para f (1) = fı (т) а 
TE) = a' (By Hc o H Ba) eos Be H (Cor +... 


seb С) son fia) 6 (m 


pura f (д) = f, (2). 
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ESEMPLO 18, Hálleso la solución general do la ecuación 
y" + у = 182. 
44 La solución coneral de la ccuación homogénea correspondiente 
7, E C. cos a + C, son т, puesto que y = 1, уз = cosz, 
из == sen т. Para hallar la solución particular de la ecuación по homo- 
zrénea utilicamos el método de variación de constantes. El sistema (10) 
en este caso Loma la forma 


Ci -+ Ci cos z + C$ sen х = 0, 
— C; sen z + C$cosz = 0, 
— Cicosz — Cf sen x = ig z. 


Multiplicando ambos miembros de la segunda ecuación por sen z, de 
la tercera por eos z y sumándolos, obtendremos Сз == — senz, Entonces 
sen? r 8 " " 
Tory © Sumando ambos 
miembros de la primera y tercera ecuaciones hallaromos quo C; = 

= dg x. La integración nos da: 


de la segunda ecuación se sigue quo C = — 


Су —1|т | соз}, Co=cosw, С, 


П 
so ng | 4-7 |. 


Poy consiguiente, la solución general buscada de la ecuación no homo- 
а tiene Та forma 
3 E > 


EJEMPLO 49, Hállosa la solución general do la eouación 
y* — Зу + 2y = (4% + т) езх. 

4 La ecuación característica de la estación homogénea correspon- 
diente АЗ — $) -+ 2 == 0 tiene la raíz Ay = 1,2 2. Por consiguien- 
to, ed "puli fundamental de soluciones tiene la forma y, = ех, 
jolución general de Ja ecuación homogénea es yo (2) 
+ (э 

hallar la solución particular de la ecuación no homogénea 
empleomos el método de cooficiontes indotorminados. Ya que 3 
no es raíz de la ecuación caractoríst іса, entonces la solución particular 


la buscareros en la Sorma dog = (Роз - +» La + Da) e. Determi- 


nando las derivudas v^, 7^ y sustituyendo 7, y’ e ў* on la ceuación ini- 
cial obtendremos (al simplificar por e2)'* 


2D yal A (6D, + 2D4) = + (9D, + 3D, + 203) в 2 + r. 


Comparando tos coeficientes de ambas miembros de esta identidad 
obtendremos ol sistema de ecnaciones para determinar las incógnitas 


HC eos r Casen z— Un [ cos z | — sen z - Intg 


n 
4 


2D,— 1, 
Da 4-20, = 4, 

2р, + 3D, 4- 2D, = 0, 

4, D,— 4. 


de donde Xy = 12, D 
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Así pues, ye (5 %—т-- per pete 4-2) «8х, y, por 
consiguiente, la solución general de la ecuación liene la forma 


„-Еў= Ge Camp Ln rne pe 


EJEMPLO 20. Hállese la solución particular de la couación 
y" - Ay = 4 (sen 22 + cos 22) 
que satisface las condieionos iniciales y (m = y' (л) = 2л. 
44 La ecuación característica А? 4-4 tiene las raíces Aj = 0 + 
La solución goneral do Ja ecuación homogénea correspondiente 


C, cos 2z -}- C, sen 2z. 
La solución particular de la ecuación no homogénea la buscare- 


mos on forma do Y = z (В соз 2z + C sen 22), ya que 0 + 21 son rai- 
ces do la ocunción característica de multiplicidad uno. Hallando y, 
y y sustituyendo y, y. F” en la ecuación inicial obtendremos 

AB sen 2z + 40 соз 22 


de donde B = —4, C = 1 y, por consi 


= 4 sen 2r -|- 4 cos 2z, 


miento 


Y = z (sen 2r — cns 22). 
өз 2x + Cy son 2e + 


La solución gonoral será у = yo +y = 
-F т (son 2r — cos 2x). 

Para determinar Сү y С, utilicomos las comlicionos iniciales 
diferenciando previamente la solución general: 


y = —2С, son 27 + 2C, cos 22 + z (2 сов 22 
+ (sen 27 — cos 2x) 


Tenemos: 2n = C, — л = C, = 3л, ?n = 20, E 2r — 1 - 
= 1/2. La solución particular buscada es la función 


2 sen 22) -- 


y —3n cos 2z--- 3 sen 2r-F z (sen 27—cos 24). P» 


EJEMPLO 21, Hállese la solución general de la ecuación 
Y — Ap! + Ду = ah 


4 Lu ecuación oaracterística A? — 44 -- 4 == 0 tiene la raíz de se 
gnndo orden de multiplicidad А = 2. La solución general de la ecua- 
ción тое correspondiente es yy 1 T Сз) e. 

La solución particular de la ocuación dada la buscaremos en 


forma do y а (рох + Dy) езх, ya que ol indicador del exponento 
en el segundo miembro de la ecuación ooincide oon la raíz de segundo 


orden de multiplicidad de la ecuación caracteristi 
Aplicando el método de coeti entes indeterminados (es decir, ha~ 


llando Y, Y. sustituyendo y, y e y^ eu la ecuación inicial, simplifi- 
cando en ех y comparando los coeficientos para potencias iguales de 
1 


2) delerminamos D, = 1/6, D, = 0. Por consiguiente, y = 3 z3& y 


105 


la solución genera! toma La forma 
- 1 
v= уе 4+ y = (Су + Сл) em de re 
1 
(^ ++ y а) ёх. p 


Empleando el método de variación de constantes «rbi- 
trarias resuélvanse las ecuaciones siguientes: 


үү. MEE 
2436. y dy 29 T 


2437. y" у= 


senta” 
2.138, y" —2y! Fr vi 


2,139. y" + Ay! + 4y = In 2. 
Pura cada nna de Тах e nes diferenciales no homogó- 
neas dadas eseríbase la forma de su solución particular con 
eocticientes. indeterminados (no deben hallarse los valores 
numéricos de los coeficientes): 
2.140. y” — Зу + 16g = (1 — a). 
2.441. р" = 16y ор (4x + a) (a = const). 
y” Ар" = 2 cos ? Aa. 
MN | Ay" | Ay — x sen de. 
y" Ар" = r, 
2.145. y" — Ty = (хт — 4y. 
2.146. y" + 2y' + 5y = ех (ac: 1) соз 2e + 3 sen 22). 
2.447. y" — Ay! + 18y == е (a? cos 3x - х sen 3z). 
Mállense Jas soluciones generales de las ecuaciones si- 
guientes: 


2448. y” —y=ce* 

2.149. у= сн д 

2,150. y Зу 

2.151. бу + бу = 13 son 3x. 


2.152. 


2my' + my = sen nz (m Æ n). 


2my + my = sen ma. 


2.156. Ay" — y 
2457. y" + oy 
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2.158. y" — Зу = e* — 18x 
2459. y" + y" == Gel 67. 
2460. y" — Зу" + Зу — y = e. 
2.461. yY Y y" =a 
2.162. pY — y = хех -| cos x. 

2.163. yY — yY — дех — 1. 

Hállense las soluciones particulares de las ecuaciones 
que salisiaceit las condiciones inic 
2.164. уй)=—1, y (1) =0. 

2.165. y (0) = 0, y^ (0) = 2, y” (0) = 

2.166. y” + 4y = а y (0) = 1, y (4) n2. 

2.167. y 4#®; y = (0) = 4, у (0) = 

2,168. yY — y — бе; y (0) = 0, y' (0) 
zd, y" (0) = 6. 


2.469. му — y = Be; y (0) - —l, y (0) = 0 y" == 
= (0) = 1, y” (0) = 0. 
2.170. y" — 2y' + 2y = 4e* cos z; y (л) = ле”, у (x) — 


= 6%. 
7. Ecuaciones renciales de Euler. La ecuación dol tipo 
A AO A 


dondo a; (1 = 1, 2, 2, л) son constantes, es nn caso particular de 
la ecuación diferencial lineal соц coeficientes variables y se llama 
ecuación de Euler. Introduzcamos una nuova variable indopondiente + 
con ayuda de la sustitución de z = el (six > 0) о de la sustitución de 
æ=— et (sì z < 0). Para más precisión sea х > 0. Entonces уу == e^t yi, 
Mme fam uis ид mme (иц — yg 201), ote, y За ecuación 
de Euler se transforma en ecuación finoal con coeficiontes constantes. 
La ocuación del tipo 


A + 
ae. + aga (az + b) y' + any = f (2), 


-, n) son constantes, se roduoe ala оома 
= el (en 


donde a, b, а; (t= 1,2, . 
ción lineal con coeficiontes constantes sustituyendo az -} 
la región az + b — 0). 

La solución de la ecuación homogénea de Ealor 

anyin) + ara e Баалу db aug = 0 
so puedo buscar (para » > 0) en forma do y = J>. 

Sustituyendo la expresión Mrs yg os y on la ecuación 
homogénea de Euler, hallamos la ecuación caracteristici а doter- 
minar el expononto do la potencia X. Además, si 4 өз la raíz roal de la 
ecuación característica do multiplicidad ғ, entonces le corresponde г 
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soluciones linealmente independientes 


z^ 2 In z, a^ (1па)%,...‚ c^ (In а)", 


y si æ + ifl es un par de raíces complejas de multiplicidad s, entonces 
le corresponde s pares de soluciones linealmento indepengdientes 


a^ cos (Bla zi, z^ In z eos (В In z), ..., 2% (In zy*7* eos (В In z), 
“son (A ln а), é-In z sen (Bln z), .. ., 27 (In zi*7 sen (В 1n 2). 

EJEMPLO 22, Hálleso la solución goneral de la ocuación no homo- 
génea de Kulor 2217 — Bey” + бу = Я 

+4 Pongamos r = ef considerando z > 0. Entonces y, == e^!y, 
du = (ug == yp) y nuestra ecuación tomará Ja forma de 


dH oe (y — up) — Sel ent + Sy = Se 
uu i 


N do Ani + 5y = 328. 

La solución seneral yo do la ecuación homogénea correspondionte os 
Yo = e? (C, cos t - C, sen 0 y la solución particular y do la ecuación 
no homogénea la buscaremos on forma de p= Ае, Entonces y = 


= 24e, k == AA y, sustiluyondo y, Y, y” en la ecuación no ho- 
mogénea, llegamos a Ta identidad Ae?! == 3e, de dondo A = 3. Por 


consiguiento, y = 3e" y la solución general do la ecuación до homo- 


gónea os y = yo + 7 == e! (C, соз t + C, sen t + 3). Volviendo а la 
variable indepondionte inicial obtendremos definitivamente 


x? (C, cos ln х - С. sen In z -+ 3). 


D 


Si se considera el caso х <“ 0, entonces la solución general se 
puede escribir en la forma que abarca ambos casos: 
у = 23 (С, соѕ1а | х | + С, веп іа | 21 -- 3. P 
liremiLo 23. Hálleso la solución genoral «le la ecuación homogé- 
nea de Euler 


@ + 2 +3 (2 +2) y" — By = 


4 Pongamos y = (2 +27. Entonces tenemos y” = A (£ + 2-1, 
y“ = A 0, — 1) (z +2". Sustitayendo las expresiones y, y”, y” en 
la ecuación dada obtendremos la ecuación característica A? +24 — 
— 3 — 0, cuyas raíces son Ау = 4, М = —3. Por consiguiente la 
solución seneral es la función 


Cai 
(24-21 


aim C4 GH-2)4- > 

Hállense los soluciones generales de las ecuaciones de 
Euler: 
2,471. 
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2.173. Ey” — бу = 12 Ín zx. 

2.174. — Ay" +3y! =0. 

2.175. = ay =0. 

2476. Le y — 2 x + D! pág = 


8. Problemas, de, contorno en el caso de las ecuaciones diferen- 
ciales lineales. En muchos problemas de física so tiono que buscar 
solución de las ecuaciones diferenciales no a baso do las condicionos 
iniciales dadas, sino por sus valores en los oxtromos dol intervalo. 
Tales problemas se llaman problemas de contorno (frontera). El aspecto 
general do las condiciones de contorno para el intervalo (a, 5), en el 
caso do la ocuación do segundo orden, es el siguiento: 


оар (а) + Boy (0) = А, e y(0) + By (0), В, (20) 


donde Ay, ©, Во, f son constantes dadas, simultáneamente diferentes 
de coro. Las condiciones de contorno se llaman homogóncas, si del 
hocho do que las funciones y, (z) o ya (z) sutisfacen estas condiciones 
se deduce, que sus combinaciones lineales y (1) = Cy, (2) + Caya (2) 
también satisfacen estas condiciones. Las condiciones de contorno (20) 
para A = B == 0, evidentemente, son homogóneas. 

Los problemas de contorno no siempre son resolublos. Cuando so 
resuelve ol гона de contorno, primeramente se delermina la solu- 
ción genoral de la ecuación diferencial dada y a partir de las condicio- 
nes de frontera se obtiene el sistema con ayuda del cual se determinan 
los valores do las constantes Cy, C5, .. ., Un, con las cuales de la зо- 
lución general se obtieno la solución del problema de contorno dado. 

EsgmLo 24. Hállesela solucion do la ecuación y” + y = 1 que 
satisface las condiciones y” (0) = y” (л) = 0. 
pe La couación inicial tieno la solución general de la forma 


y = Су cos z + C, sen z +1. 


A partir de las condiciones de frontera obtenemos: y” (0) == C, =0 e 
y (m) = —C, = 0, así puos la función y (х) = C, cos z -4-1 sulis- 
ace las condiciones de frontera para cualesquiera C4. >» 
ЕЁзкмрг,о 25. llálieso la solución particular do la ecuación 
y — 2у' + 2y = ех 
que satisfaco las condiciones de contorno 
y (0) + y (x2) = 2, y! (0) + y! (002) = 


4 La ecuación característica A? — 23 + 2 == 0 tiene las raícos 
da == 1 +i. La solución general de la ecuación homogénea corres- 
pondiente es yo = ех (C, cos х + C, sen z). 

Buscaremos la solución particular de la ecuación no homogénea 
en forma de j — Ае®. Sustituyendo Y = 40% o y" = Ает en la 
ecuación dada obtendremos Де® == ех, de dondo А = 1. Así, y = е 
y la solución general de la ecuación de partida tiono la forma 


y = & (C, cos z + Ca sen z +1). 
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Hallando 
g = (C, Gus ж С Sen x -] 1) 4 e (€, sen x -i Ca соз 2, 
utilizamos las condicionos de contorno. Obtendremos ol sistema de 
поя para determinar €, y Cs: 
(C 3-2) + (0 0) = е 
(Cy + С, + 40+ 0 (—С 4 03 b D — 1. 
Resolviendo este sistema hallamos 


Pa Е 1202 
1+^ е ipe ? 
os decir, la solución particular buscada es la función 
pe 1—2? 
=ё( P cosa + —— —— senz 1): 
14-е * [m + » 


Hállense las soluciones de las ecuaciones diferenciales 
que satisfacen las condiciones de contorno dadas: 

2477. y — y = 0; y (0) = 0, y Qu) 

2478. y” — y = 0; y (0) = 0, y (1) = 

2479. y" + y у (0) — 9, y (1) 

2480. y" y = 0; y (0) =0, у' (л) == 1 

2481. yy" | у 3-0; y (0) == 1, y (1) = 2. 

2.182. y" 4 y = 1; y (0) = 0, y (1/2) = 0. 

2.183. yy + y? -+ yy” = 0, y (0) = 1, y (—1) = 0. 

2.484. ey” — lay” + 2y = а, у (0) + 2y' (0) = 1, 
y(—y (1) = 0. 


1 


Y, Problemas de curácter físico 


2.185%, Un punto material do masa m so mueve rectilí- 
nte bajo la acción de la fuerza de atracción hacia el 
inmóvil, siendo esta fuerza proporcional a la diston- 
cia desde el punto hasta el centro (el coeficiente de pro- 
porcionalidad es mk). La fuerza de resistencia del medio 
ambiente es proporcional a la velocidad (el coeficiente de 
proporcionalidad os 2mh > 0). En cl momento inicial la 
distancia entre el punto y el centro es igual a a y la velocidad 
está dirigida por la recla que ипе el punto con el centro 
y es igual a cy. Determínese la ley del movimiento del 
punto, si tenemos que A < A. 
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2.186*. Un punto material de masa m se mueve rectilí- 
neamente bajo la acción de la fuerza de repulsión a partir 
de un centro inmóvil, siendo esta fuerza proporcional a 
la distancia desde cl punto hasta el centro (el coeficiente 
de proporcionalidad es k > 0). La fuerza de slencia del 
medio ambiente es proporcional a la velocidad (el coefi- 
ciente de proporcionalidad А > 0). En el momento inicial 
el punto se encuentra a la distancia a del centro, la velocidad 
es igual a vy y ostá dirigida por la recta que une el punto 
con el centro. Determíneso la ley del movimiento del punto. 

2.187*. Un tubo ostrecho y largo gira con una velocidad 
angular constante œ cerca del eje vertical, perpendicular 
a él. Una bola que se encuentra dentro del tubo se desliza 
por el mismo sin rozamiento. Hállese la loy del movimiento 
de la bola respecto al tubo, si: 

a) en el momento inicial la bola se encuentra a la distan- 
sm a del eje de rotación y la velocidad inicial de la bola es 
nula; 

b) en el momento inicial la bola se encuentra en ol eje 
de rotación y tiene une velocidad inicial de u,. 

2.188. Un tuho estrecho y largo gira con una velocidad 
angular constante œ cerca del eje vertical, perpendicular 
a él. Una bola quo se encuentra dentro del tubo se desliza 


por 61 con un rozamienlo, cuya magnitud es R = 2тро - 


donde p es el coeficiente de rozamiento del deslizamiento. 
Hállese la ley del movimiento de la bola, si en el momonto 
inicial la bola se encuontra a la distancia а del eje do rota- 
ción y su velocidad inicial es nula. 

2.189*. Una cadena homogénea pesada está echada 
sobre un clavo liso de tal modo, que por un lado cuelga una 
parte de la cadena, de 8 m de largo y por el otro, otra parte 
de 10 m de largo. ¿Cuánto tiempo 7 tardará la cadena en 
cacr, deslizándose del clavo? 

2.190*. Una carga do una masa de 4 kg está colgada de 
un resorto y lo alarga en 1 om. Hállese la ley del movimiento 
de la carga, si ol extremo superior del resorte realiza una 
oscilación armónica vertical y = 2 sen 30t (cm) y en ol 
momento inicial la carga está en reposo (despréciese la 
resistencia del medio ambiente). 

2.191.* Un circuito eléctrico consta de una fuente de 
corriente eléctrica con una f.e.m. е (#) = E зоп ot, ima in- 
ductancia L, wna resistencia R y una capacidad C conec- 
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s dom 
tadas eu serie; además, ДС -– AL «0, w V E-£. 


Hállese la corriente è en el circuito como función del 


А а 

tiempo 2, si i|. | 0. 
2.192.** Un circuito eléctrico consta de una fuente de 

corriente eléctrica con una f.e.m. e (4j £ sen ot, una in- 

ductancia L y una capacidad C conectadas en serle; ade- 


V (el caso de resonancia). НАПеѕе la corrien- 

APA А м „Ал ^ us 

ie ¿ como función dol Liempo £, si lo Ts 

2.193. Un circuito eléctrico consta de wna fuente de 

corriente eléctrica con una L.e.m, e(t) = £ cos (ot+-1p), una 

inductancia L у una capacidad С conectadas en serie; 
1 


más, @ 


además, o— . Mállese la corriente i en ol circuito 


y LC 
como función del tiempo £, si ¿| 


=] 


§3. Sistemas de ecuaciones diferenciales 


1. Conceptos principales. Relación сол „Јаз ecuaciones dile 
ciales de и-бзїтө orden. Si ol sistema de X ecuaciones diferenciales 
quo uno la variable independiente = y las æ funciones gi (8)... 


+ « «y yn (2), está resuolto con respoclo a las derivadas de mayor grado 
de ostas funciones pP) (2), . .., ИРУ (2), es decir, tiono la forma 


Zu р m-» (Py 7 0), 
APO ТО АЙК ТУТ HET ds 


XI (,-n Ppt 
Pit au ss al 7S esae A 0) 


7-1) (рр 1), 


Ph) 
a ve ER en h 


m’ (=f Y o Yi 


entonces sa llama canónico; además, el número n = p, + Pa + -+ 
... + pr se llama orden del sistema. El sistema canónico (f) para 
ру = p.c o... = pg = 1, os decir, el sistema de ecuaciones ife- 
renciales de primer orden 
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yi =h m + 
yi Gf e 55 


yn (2)= Ins Yi <> gus 


se llama sistema normal. 

Se llama solución del sistema (2) en el intervalo a < r < b la co- 
lección de funciones y, = M (2), ++ «+ Yn = ү (х) que son continua- 
mento diferenciables en (а, b) y convierten las ecuaciones del siste- 
ma (2) en identidades respecto a = € (a, b). 

So llama integral dol sistema normal (2) Ja función Y (£, y, . . - 
^. Yn) determinada y continua, junto con las derivadas parciales 
оф бф О on ciorto dominio 2 de variación de Jas variabl 
rc Ay Ug. io D de variación delas variables y 

ue para cualosquier z € (а, б) toma un valor constante cuando зо sus- 
tituye en ella la solución arbitraria dol sistema. 

La igualdad 


Ҹ (2, Yu +++ gm C. 
donde Y (z, ух, >- yy) es una integral del sistema normal y C es 


una constante arbitraria, so llama primera integral del sistema (2). 
La ecuación diferencial de n-ósimo orden 
И) = fn n ge y) 
puedo ser reducida al sistema normal (2). Recíprocamente, los sisto- 


mas (1) б (2), en la mayoría de los casos, so reducen a la ecuación de 
n=ósimo orden, resolviendo la cual se puede hallar la solución del sis- 
tema inicial. 

ЕтЕМ! ГО 4. Redúzcase ol sistema canónico do oc: 
ciales 


ciones diferen- 


0 = 2y 3— Ya 0 = n — Ma 
а Ја forma normal. , 
4 Pongamos ey; 


tonces se puede eseri- 


bir cl sistema dado en forma de 


Y = Un Yi == Mi 05 = 2 — Mas Д 7 ңуз 


que es un sistema normal de cuarto orden. P> 

EjEMPLO 2. Redúzcase al sistema normal la ecuación diferoncial 
Ухх + ky = 0. 

44 Pongamos уу = z, entonces ууу = тү y la conación se reduce 
al sistema normal de ecuaciones 


yL=z 2 = — k?y. > 
x i 
islama de ecuaciones 


ай e 


Ej3EMPL.O 3. Redúzcaso el 


== 


a la ecuación de segundo orden y hállose la solución пої sistema. 


80861 n3 


44 ПаПошоз z (2) a partir do la primera ecuación z — y — yi. 
De aquí tenemos zg = y4 — y%x- Suslituyendo los valores do z y z 
en la segunda ecuación del sistema, obtendremos la ecuación y” — 
— 2y' — 3y = 0 cuya solución general es la función 


y (2) = Сце + Cs. 
De aquí, ouploando la igualdad z= y — yi, hallamos 
z (2) = Cae 4 Сук + Cet — 30,85 = 
= C, — 26,9. 
De esto modo, para cualesquiera constantes C, y Ca el sistoma do las 


funciones 
y — C^ + Cae, [2] 
Сүе-* — 20,0 
va la solución del sistema inicial (8). p> 
EL PROBLEMA DE CAUCHY рага el sistema P so plantea del modo 


siguionte: hállese la solución А (2), ..., Yn (2) del sistema (2), que 
satisface las condiciones iniciales 


Ya (20) = b Ya (20) = Yh, > > Vn (20) = Yh, (5) 


Nr s. yh воп uümeros dados. 
TronuMA DE CAUCHY. Sean determinadas las partes derechas 
Hu №, ===» fn del sistema normal (2) en el D dominio (n + 1)-dimen- 
sional, de variación de las variables т, yj, .. ., Yn. Si en algún entorno 
A del punto Мо (Zos 09, - - =+ 1%) € D las funciones fy son continuas y 
tienen las derivadas parciales continuas = respecto a las variables 
Ygs ++ <> Yny entonces existe el intervalo zo — h < х < xy -|- h de va- 
riación de la variable z en el que existe, además, la única solución del 
sistema (2) que satisface las condiciones iniciales (5). 

So llama solución general del sistema (2) el conjunto de las fun- 
ciones 


zum 


уу (m Су, eee б}, v— 1 2, +... m (0) 


depondiontes do п constantes arbitrarias quo para cualesquiora valores 
admisibles de las constantes Cy, .. +» Cn convierten las ecuaciones 
del sistema (2) an idontidades, y on el dominio, en el cua) se cumplen 
las condiciones dol Leoroma de Cauchy, a partir del conjunto de las 
funciones (6) so puede obtener la solución de cualquier problema de 
Cauchy. 

EJEMPLO 4. Muéstrese que el sistema de funciones determinado 
por las igualdades (4) es la solucion general del sistema (3) (véaso el 
ejemplo 

«4 En calidad do dominio D para (3) podemos tomar la región 
оо т, y, 2< +00; adomás, para cualesquiora хо, Yo y zo de 
esta región so cumplen las condiciones del toorema de Cauchy. Susti- 
tnyendo los valores zo, o» zo en el sistema (4) oblendremos el sistema 
para determinar C, y Cy 


по = Cue E, 


= Ug — ACA, 
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1 
1—1 
diferente de cero рага todo zy. Por consiguionto, para cualesquiera ve 
у 2, los númoros C, y C; so dotermínan univocamente, es decir, del 
sistema de funciones (4) se puede obtener cualquier solución del pro- 
blema de Cauchy para el sistema de ecuaciones diferenciales (3). 

Eliminando Jos parámetros a y b hállese el sistema do 
ecuaciones diferenciales que determinan las familias de 
rectas en el espacio: 


34 m ax--z — b, 
UT lat | y2==3*--2bz, ` y | al, 


El determinante de esie sistema A=2%" 


= —4е®%° es 


Sustitüyanse las ecuaciones diferenciales о los sistemas 
por los sistemas normales de ecuaciones diferenciales (e os 
una variable indepondiento): 


3.3. y" — хуу + y? = 0. 

0. 
rz. 2 s J- u', u" = y. 
2-2y-0," 2 — у= х. 

34. у" — z — ш = 0), z' -p uz = д3, u” = e. 

Compruébese que las funciones y (x) y a (т) son solucio- 
nes de los sistemas de ecuaciones diferenciales: 

3.8. у= —1/z, 

z/-4]y; y 2e. ¿=2e 88, 


A 1 
di у= bu i6 


Verifíquese que las funciones son integrales do los sis 
mas normales dados: 


3.10. Y (z, y, 2) =2 1 y—2; 


341 Y (z yz) 9 | y?-H z; 


2342. Y (z,y, z) = 


PIS 
! 
! 
"S 
O 
1 
= 
$ 
a 
{ 
B 
< 
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2. Métodos de integración de los sistemas normales. Uno de los 
métodos utilizados para resolvor fos sistemas de ecuaciones diforon- 
cialos es el método de eliminación do incognitas, el cual reduce el 
sistema de ecuaciones a una o varias ecuaciones dilereuciales con una 
Tunción incognita en cada una. Aclarémoslo con ejemplos (véase tam- 
bión ol ojemplo 3). 

Ejemplo 5. fállose la solución general del sistema de oouaciones 
diferenciales 

ALS 
a, == 


Y 


x 


y la solución particular que satisface las condiciones iniciales y (1) = 
1 
== 1, z (1) 


44 Dilereuciando ambos miembros de la prüaéra ecuación ros- 
pocto a т, obtenemos у, —. Puesto quo do la segunda ecuación 
n 


so deduce que Ay , on(onces die y poro de la primera ecua- 


ción 2# = (уу); por eso, el sistema de dos ecuaciones do primer orden 
(8 5 docir, a la 


so rodujo a una ecnación do segundo orden уу 


ecuación ууу + (y4)? = 0. 
El primer miembro de Ја ecuación obtenida es (ун); por eso 


: D 
nc i6. de donde уйу y irs-l Gr Gy 


ex decir, y= X V Cie FC; Do 


primera ecuación del sistoma 
e 


tenemos: z= — yh, €» desir, z- Ж ЕІ sistema 
ы 2| Cmd б, 
do (uncionos y= + Y Са ЕС, 2 forma la 


зү б 


+С 
solución general del sistema do ecuaciones diferenciales dado. 
Para hallar la solución particular empleemos las condiciones 
— 1 
iniciales y (1) — 


ud) -4 Tenemos: 1- р 


, de doude Cy=4, Cz. 


es, proci- 


syr 
samonte, la solución particular buscada del sistema. pe 

No todo sistema de ecuaciones diferonciales puede ser reducido а 

ecuación, 

тами 6. Muéstrese que el sistema de ecuaciones 


una 


y = 10, Zcbg =+ ay 


no puedo rodusirso a una ecuación. _ 
44 Dlectivamonto, sustiluyenlo en la segunda ocuación en vez 
do y' su valor zy, obtendremos dos couacionos diferencialos no rolacio- 
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nadas ontro sí, cada una do las cuales contiene sólo una función 
y +, 


a partir do estas ecuaciones hallamos y = (уе y z= Ca. p 

Otro método de intozración de los sistomas de ecuaciones dife- 
renciales es el método de separación de las combinaciones integrables, 
es decir, de obtención a partir del sistema (2) de una ecuación tal, 
que se puede integrar y obtener la primera integral del sistema. Si 
están determinadas х primeras integralos del sistema | indopondiontes 
(2), entonces su conjunto da la integral general de oste sistema. 


EJembLo 7. Hálloso la integral general del sistema de ecuaciones 
diferenciales 
E ne 
x pet aA ^ 


44 Multiplicando ambos miembros de la segunda ecuación del 
sistoma por e^* y sumándolos con los miomnbros correspondientes de la 
primera ecuación y con la identidad —e-*z = —e-*;, obtendremos 
(ez + ух = 0, de donde 


ea + y = C. = Y, (т, y, 3). 


Esta es la primera integral dol sistema. 

Ahora multiplicando ambos miembros do la soguuda ecuación 
por е-/ y sumándolos con las igualdades —e“Vzy” = —e-Yz Hs y 
(2): = 1 obtendremos (etz); + z% = 0 de dondo 

eis + z — Ca = V, (2, y, 2). 


Esta es tambión la primera integral dol sistoma. Ya quo el jakobiano 
del sistema Yı, Wa es diferento de cero (¡compruébeso!), entoncos 
ambas primeras integrales son Independientes: entre sí, por ово su 
conjunto dotermina implicitamente la solución general del sistema 
do ecuaciones dado. 

Para soparar las combinaciones integrables del sistoma (2), os 
más cómodo escribir esto último en la así llamada forma simétrica: 


— — — M 
Rh Yis s Yn) falte es gm 77 
ER dyn 
ACIERTA o0 


y emplear las propriedades siguientes do fracciones iguales: si HL 
Я 


ву... 


“ А 
=== entonces para eualesquiora 01, ..., 9 


2 Pn 
Viene Jugar la relación 


DECENT 
але аео EM e 


Los nümoros од, . . ., а se ascogen habitualmente de tal modo, que 
el numerador en (8) sea ol diferencial total del denominador o que el 
donominador soa uulo. 
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En Ja relación (7) la variable independiente y las Iuncionos. bus- 
cadas son oquitativas. 

EJEMPLO 8. Hállose la solución general del sistema de ecuaciones 

‚_ паі 


y= 4, r= 
ы ly—nz 


Escribamos el sistema en la forma simétrica: 
dz Ж — 0 d __ 
iy—n: — ma—lz — nz—my Y 

y empleemos Ја relación (8). Escojemos a, = m, &4 = n y ау = l, 
entonces Lenemos 

dimz+ny+l:) — 

0 тү 

ез decir, d (т> 4- ny + iz) = 0 de donde 

тт + пу + = Сү. (9) 
De inodo análogo, oscojiondo &, = 2z, аз = 2y y аз 
а la iguuldad d (z? + y* + 22) = 0, de donde 

2+0 +22 = (1. (10) 


Las relacionos (9) y (10) forman las dos primeras integrales del siste- 
ma que implícitamente detorminan la solución genera]. 


„ llegamos 


Hállense las soluciones generales de los sistemas de 
ecuaciones diferenciales: 


3.13. 3.14. ==. 
E ЖИ СНЕ ЖЕ 
345. =p = руг. 

I. u-lr—y41. 


1—4 


vlución gencral del sistema de ecuaciones 
como la solución particular quo satisfaga 


Hállense 
diferenciales, a: 
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las condiciones iniciales dadas: 
3.21, y¿=2 


3.22. ys =, =з y (0)—2(0) — 1. 


3.23*, Para el sistema de ecuaciones diferenciales х; == 
zt 


y yi=—z y las funciones 


а) q=2-+42xy b) q4— z*-- ty, 


verifíquese si las relaciones Фф; = C (i = 1, 2) son las pri- 
meras integrales de este sistema. 


3. Sentido físico del sistema normal. Para simplificar limitó- 
monos a examinar ol sistema do dos ecuaciones diforonciales, además 
a título do variable indepondiente consideraremos ol Liempo ё: 


a= f(t, m)» ш) 


у= h (t, 2, y. 


La solución z = q (t), y = y (£) do este sistema os cierta curva 
on el plano Огу con un sistema de coordenadas roctangular cartesiano 
fijo. El plano Oxy se llama plano de faves y la curva z = q (t), y = 
==) (D, trayectoria de fases dol sistema (11). El mismo sistema (11) 
se llama sistema dinámico. El sistema dinámico se llama autónomo 
(estacionario) si en ol segundo miembro de la ecuación de osto sistoma 
el tiempo 2 no figura explícitamente. 

El sistema dinámico determina el campo de velocidades de un 
pute quo so mueva en el plano, en cualquior momento do tiempo t, 

a solución del sistema dinámico = = = (D, y = y (t) se halla on Ias 
ecuaciones dol movimionto del punto: ellns detorminan la situación 
del punto on movimiento, en cualquier momento de tiempo £. Las 
«condiciones iniciales profijan la situación del punto on el momento 
inicial: z (to) = zo, Y (to) = yo. Las ecuaciones do movimiento detor- 
minan también la trayectoria del movimiento, siendo ecuaciones de 
esta curva en la forma paramétrica. 

Еземрго 9. Málloso la trayectoria del sistema dinámico autónomo 


que pasa por el punto Mo (2, 3)... ч 
< Diferenciemos la segunda ecuación respecto a ғ y sustiluyamos 
la expresión 2; = ур, y z = y, en la primera ocuación. Obtendremos 
, 0 
тне 
con una función incógnita y. 


6 уур, — yp. == 0, es decir, una ecuación de segundo ordon 
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Dividamos ambos miembros do la última ecuación ‚Рог p 


мү Y 
y reoscribámosla así: ($) =0. De aquí se deduce que + 
ó e ш de donde y Себи, 


Hallemos y; = C, C441! y sustituyámoslo en la segunda ecuación 


del sistoma: obtondremos z = CC, t. Así pues, cl sistema de fun- 


cionos z = (¡Eye M, y = Cu es la solución general de nuestro 


sistema do couaciones diferenciales. 


Eliminando de la solución genoral el tiempo £ (Caef! = y) tono- 
mos que las trayectorias de fases del sistema son las roctas т = C; y, 


además, por ol punto dado Mo (2, 3) раза la rocta y== л. P> 


Para los sistemas dados hállense las trayectorias de fases 
que pasan por los puntos dados My: 


2z; My (1, 2). 


3.24. = 1—02 у, у 
3.25. 4— a? у, y = 22у; М, (2, 1). 
8.26, 2 —2z, y = z + 2y; М, (1, 1). 
3.27. ® = y — т, y = y — 22; Mo (4, 1). 


4. Sistemas homogéneos lincales. El sistoma homogónco lineal 
normal de n-éósimo orden tieno la forma 


A, = аа (а + ац (P) +... F din (да, 
ш = an (бщ + ass (0 за t -o H aan 0 — (02) 


£n + аң (0 а + ana (a + -F ann (0) 2n 


o on la forma matricial 


X0=40X0, 3) 
donde 
4) ae) ses n) zu) 
Atgo | 70000 tmm х= id 
an ans (t) ... ann (0) En (0) 


En la rogión do continuidad de los cooficientes a;; (0), i, j = 
= Í, ..., п, el sistoma e satisface las condiciones del teoroma de 
existencia y unicidad de la solución del problema de Cauchy. 


120 


iones del sistema (12) al 


Se Пата sistema fundamental de so ji 
mente — indepondientes 


conjunto de arbitrarias z soluciones lin 

Xy (0) = (жү (0, 209 (0, zo, "ANS 
Si Xa (0, k = i, 2, , A, оз e) sistema fundamental de solu- 
R 


ciones del sistema (12), entonces la solución gonoral tiene ta forma 


ni 


X () = Y, С„Х (D, donde Cy, Cas .. -. C, зоп constantos arbitra- 
zt 

rias, : ' | 
La integración dol sistoma (12) suele realizarso por el método do 


eliminación (véase el ejemplo 3). 


oues diferenciales 


Hesuélvause dos sistemas de ec 
lincales: 


3.28. у= — Z+ 22, = — Ti. 
3.29. хус= — y zz, zz, = — 2y +22. 
3.30. z= — 4L, y=. 


ка т. 


Зи. те 22, y=y+ 


En el caso particular de los sistemas con coeficientes constantes, 
cuando la matriz Л o en la parte derecha de (13) no depende do £, 
para hallar ol sistema fundamontal de solucionos Х, (t), k = 1, 2, -.. 

+ «y n, pueden sor aplicados los métodos de Algebra linoal, 

De la ecuación caractorística 


det (4 — àE) = 0 “4 


se hallan Jas difereutes raícos Ay, Aas , » -, As y para toda raiz А (tonien- 
do en cuonta su multiplicidad) se determina la solución particular 


& (t) que le corresponde. La solución general del sistema tiene la 
arma 


i [v 
X (D= У CX * (0. (5) 
к=! 


Con esto son posibles los siguientes casos: 
a) À es la raíz real de multiplicidad 1. Entonces 


e 
E 1 [pe 
al 


donde Y? es el vector propio de la matriz A quo correspondo al va- 
Jor propio А (es decir, AY? = АҮ), y? 0). 


121 


EJEMPLO 10, Jlálloso la solución particular dol sistema homogéneo 
а= 4 + Zas 
а= 32, + 253, 
Ts = 22, + 3ra + шь 


quo satisface las condiciones z, (0) = б, z, (0) = —6, zy (0) = 24. 
4 La ecuación caractorística (14) para esto sistema tieno la forma 
4&— í 0 
det(A—AE)-| 3 2-24 0 |=0, 
2 3 ¿a 


Sus raíces son M= 1, М = 4, As = 5. Los vectores propios, por 
ejemplo, son así 


3 1 
roo ») ‚ Y= () . yen. () . 
7 1 5, 
E 0 1 
х®) КЕ) el, xe- (9 et, (1) СА 
1 4 5, 


De aquí la solución general dol sistema tieno la forina 


3 0 1 
х=, (=) teh G (+) + c,(1) ei, 
1 1 5, 


Para hallar la solución particular las constantes C, Сз, Cs se deter- 
minan a partir del sistema siguiente: 


6 3 0 Y 
хо (3) -6 (4) "m () m ()- 
2А, 7 1 5 
d+ Cy 
=(= + a) 7 
тс.+ 6.56, 


de donde С, = 1, С, = 2, Ca = 3. Definitivamente para la solución 
particular buscada obtenemos 


10) $ 3 
х= E e) - (=) et +f) est «( з) “tp 
mm 1 2 45 


b) A es la raíz compleja de multiplicidad 1. Entonces la raíz de 
la ecuación característica (14) es el número A conjugado de \. En vez 
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Por озо 


de las soluciones particulares complejas XP (t) y X'9 (1) de la for- 
ma (15), es conveniente tomar las soluciones particulares reales 
XD (0) = Re X? (n y XP (0) = Im ХО (9. 
EJEMPLO 11. Hállesela solución general del sistema 
zy) +2 
2, (1) 9 — 22; Bye 
4 La ecuación característica 


A 1 |- 
—2 3—a| 


2 + i. Para encontrar el 
2 + i obtenemos ol sis- 


tiene las raícos complejas conjugadas Àz, 
vector propio que corrosponda a la raiz À 
tema 


(71-049 4 =0, 
— PHP 0. 


Poniendo y” = 1 hallamos jf = 1 +1, es decir, 


Yela) $ хә) eae, 


De aquí el par de soluciones particulares reales tiene la forma si- 
guionte: 


xP (= Ве (ipeni je „)= 


=/ “ost ) et, 
\ сов t— son t 
х0 tim ON ) aene j(i ui sen й 3i 


Е Prim J) ens 


Definitivamente obtenemos la solución general 


cost sent 
at Es 
COS t-+ son jJ Se oro 
79 €, cos 14- C, sen t 
ао +(6,— 6) E etse 


xe-a( )e- 
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€) À es la raíz do multiplicidad r> 2. La solución del sistema (13) 
«que corresponde a esta raíz se busca en forma del vector 


aP фал... + orant 
оҳ pait.. ae- „ 


x9 (= en. (16) 
арон. agtt 
cooficiontes aD, ¿=4,... дуў = 1, ..., г, во determinan 


sistema de ecuaciones lincales, obtenido igualando los cocficien- 
tes para las potencias iguales de £ como resultado de la sustitución del 
vector (16) en el sistema inicial (13). 

EsembLo 12. Málieso la solución general del sistema 


z () = 22, — з 
da (1) = de, + ба. 
+4 La ecuación caractorística 
244 
4 


Viene la raíz А, = 4 de multiplicidad ғ = 2. Por eso buscamos la so” 
lución del sistema en forma do 


5] n). (ау y, 
ха) (2) ind . 

Sustituimos osta expresión en el sistema inicial y simplificamos оц e't: 

Буру а (P aas ү, (28—40 
t= - % 
C mes) н 
Igualando los coeficiontes para las potencias iguales de t obtenemos: 
B, + 204 + ag = 0, 


—1 
=(1—4)=0 
6—5, | (AY 0 


Ba — 40, — 224 = 0, 

28, + Pa 0, 

8,448 = 0. 
Poniendo о, = Су y В, = Ca tenomos Ba = — 26. y аз = — 20, — 
— Cy. De éste modo la solución general dol sistema tiene la forma 


CC, 
— 6, C9—2Cat 
Resnélvanse los siguientes sistemas de ecuaciones dife- 
reuciales lineales con coeficientes constantes. En los casos, 
cuando se dan las condiciones iniciales, además de la solu- 
ción general, hállese la solución particular: 


3. 


X (e x9 w=( e > 


z= y, y = 2r 4 dy. 
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па ‘Ду, " =— | 5y, z0) — 8, y (0)=1 


= 2ш - 2y, и = б |- Ти, w (0) -= d. (0) = 1А 
2e — бу, y = 5r — бу. 
> = x — 4y, y = а — Зу. 


t= ш р 2y, y = — 2r — у, х (0) > 0, u (0) == 


ГА poz z-z, х(0) = y) == 4(0) = 1. 


330, z — y 1 2 yrr z= cl у, 10) e yU) 
—2, U=- 1. 


349. zr— 


—1 Y -= —1 {| 2.5 — 2 


ЗАН. 2 == ба -+ 2и — 3a, у = 4x + 5y — 4m 2=0% | 
+ 4y — 42. 


. 9. Sistemas no homogéneos lineales. El sistema no homogéneo 
lineal normal de ecuaciones diferenciales tiene Ja forma 


ж = аң (з + as (0 ta + -o o H ain (0 2 A. 
баң (Ë) zy -F azs (Ð ta +- -+ F a (0 а F La 0, an 


Ana (0 zi + ana (D 33 + ++ + ann (0 In + fn Us 


donde, por lo monos, una de las funciones fj (£) no es igual idéntica- 
monte a coro. En la forma matricial el sistema (17) tiene Ja forma 


X Q-—4A(9X(0- F() (18) 
donde P (0) = (fs (0, fa (0; «<=» fy ()T- So puedo integrar el siste- 
ma (47) por el método de eliminación (véase el ejemplo 3), sin embar- 


о, à veces os preferible hallar la solución provia Xa (f) del sistema 
omogénco correspondiente 


ЎА Хх (19) 

y una solución particular cualquiera X (t) del sistema (18). Entoncos 
la solución general del sistema (18) Lieuo la forma 

x(0=X.()+X (0. (20) 


Si es conocido el sistema fundamental Ay (D, & = 1, 2 
de soluciones del sistema homogéneo (19), entonces la sol 
X (D se puede hallar por el método de variación de con 
trarias. Precisamente, poniendo 


tp ^= 


+... Mo 
à veneral 
tes arbi- 


n 
Xj Y) Сах) (013 
hml 
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determinamos las fanciones Cp (f) sustituyendo (21) en el sistema (18). 
Teniendo en cuenta en esto caso las igualdades 


XA 0) Xa()—0, k=1, 2, ..., л, 
llegamos al sistema de ecuaciones respecto a Cg (0: 
У COX 0-00. (22) 
px 
A partir de esto sistoma hallamos (n (t) = Фф, (8) o integrando. oble- 
nemos las funcionos Ch (0) con una exaetitud do hasta las constantos 
arbitrarias. Sustituyóndolas en (24) obtenemos la solución general 


buscada del sistema no homogéneo (18). 
Bausero 13. Conociendo el sistema fundamental de soluciones 


E 


X= E ) «ха 
del sistema homogénoo 
4 = ба + rs 
5, = бщ + Dn 
hállese la solución genoral del sistema no homogéneo 
а= ба фа + 
= 57 + 2x. He 4. 
44 Apliquomos ol método do variación do Jas constantes arbitrarias. 
Para las magnitudes C, (0) y Ca (t) formemos cl sistoma de la forma (22) 


(1) erre (74) )- 


e w= 441 єт, б,шу= 


Jlallando 


о integrando, obtenemos 
* 2 at 
A е) 
Vo osto modo, la solución general del sistema so escribirá en la forma 
5 INS 1 
A ri) ее "RM 
zae- (zita) +0) (1) 04 
1 E 1 
-[— uta d e C. ata 
a: sets e)( 5) с (1) 


2 2 


С 
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Si los coeficientos a,; (0 del sistema (17) son constantes, os decir. 
aij (D) = арр, i } = 1, 2. п, y las funciones f; (0 tienou la forma 
de productos 


(P (9 соз Bt О (D sen Bi) е7, (23) 
donde P (t) y 0 (t) son polinomios, entonces la solución particulay 
X (t) se puede hallar por el método de coelicientes indelerminados, 
escribiendo X (t) on la forma análoga a (23), considerando la coinciden- 
cia o no coincidencia de los números а + ifi con las raíces de la ecua- 
ción característica. 

Debe tenerse en cuenta quo si X es el grado mayor de 1. 
mios P (t) y Q (D en (23) y å = œ + ¿Bos la raíz do multipl 
do Ja ecuación característica, entonces lu solución partienlar X (9 
se busca en lorma de 


POBRE yu и, н 
Ў уот узы! а о ка |до 


таа Hynt.. 


Esempio 14. 141050 la solución particular del sistema 


Үт, hyr 


= зз}, 


nante. 
En 
We 
olución particular del sistama on la forma 
о de sogundo grado y la función del tipo 


< Ya quo da 


Мз = El, buscamos la 
de la sima do wn polino 


mación característica “= 0 tione las raíces 


aj АЁ 4 Bt d Ci t зе, zy Аа -H Bat -t Ca t Dael. 
Sustituyendo estas funciones eu ol sistoma dado ohtenemos las 
igualdados 


2At Ву 1ле = —A t? o Bat 04 - Daet - 
Зл -H Ba -H Dae! = AVE + Bit + C. А Pe e et. 


Igualando los coeficientes para las potencias iguales de ё y para el 
obtendremos el sistema 


Ву = С = —Da 
2А, = В. B,— (1, D= D. 
De aquí 44 = В, = C, = 0, А = 1, Ву = 2, С, = --2 Pa = 1/2. 
D, = —1/2, y la solución partienlar buscada tieno la forma 
1 
n=- 
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Esempro 15. Hállese la solución gonoral dol sistoma 


X 0) =AX(0+P0, 


ar e 


La ecuación caractorística 
2-4 —l 
i 4h 


donde 


|- 279m = (0—33 =0 


пепо la raíz А = 3 do multiplicidad 2. La solución genoral dol sisto- 


5 y at 
ma homogéneo la buscamos en la forma de X, (t) = (ИГ) e, 
si sustituimos la exprosión obtenida on el sistema homogéneo y simpli- 
fiasunos on e tonomos 


¿pu Dy үбү (2 —1y pat Ep 

(0) (8): Ы) (бу 
Obtenemos ol sistema 

3 (a t-l- P) -+ B = 2 (ut + $) — QE 


3 (ye + 6а B H A (pe, 


aciones indopondientes œ 
| Y В = С, tonomos y = — 


del cual so deducen dos 
—$. Poniendo a = 
— б», оз decir, 


C,t4-6, 


a 
=би-4@4 es) e 


х„шщ=( 


Puesto quo X (4) contiene ol [actor e y en esto caso A = 3 os la raíz 
do la ocuación característica de multiplicidad 2, hallamos la solución 
particular en da forma do 


фк AV B D, —— Aj 4- Bur He DC P 
d m ra Bat- 5: p aereo P 
: a (Ait Dye 
(s no en la forma de € Care Ja )s 


Sustitayonda X () en ol sistema dado y simplificando ор t ob- 
tonomos Ja ümaldad. matrici 


(45 | TE PIE) А (алтан 
“лаз рву p Dat? 3А, 12H, рь 
$0 dy (A82 BUSHEDaEy (iHi 

я ХА р) e ). 
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a cual puede escribirse en la forma de las igualdades 
AP + Ви + Dit + 3418 + 2B,t + D, = 
= -AP — BE — Dat p t3 4, 
—A4P — D, — Dyt + 94,8 + 2B, + Da = 
= 4,8 + В, + Dit 2. 


Comparando los coeficientes para las potoncias iguales de ż, obten 
dremos el sistema de ecuaciones 


41+4,=0, A+ А, = 0, 

B, +34, +B,=0, В, +B, — 34, = 0, 

D, -+ 2B, +D:=1, D, -+ D, — 2B, = —2, 
D m 4, ра = 0. 


Encontramos D,— 1, D¿=0, В, = 0, В, = A, = —1/2, 
A, = 1/2. Por consiguiente, 
X (0t eM, 
y la solución general buscada se escribo en la forma 
Citt c+ Pt 
X (8) =N o (1) 4 Y (у= ем. у 


— 64i CM ва 


Hállense las soluciones de los sistemas de ecuaciones si- 
guientes: 


3.42, 2 = За — Jy + 1, у = Зк — Ay. 

343. Ri y yar+y+e 

3.44. z = 5r — Зу + tè, у = 3x — y Let, 

3.45. r =z | y — cos t, y = 92 у 4 send > 
+ cos £. 

3.46. £ = y + 214, y=-—2+tgl 


3.47*. x = 2x 4 By, y = 4х — 2y. 

3.48*. La sustancia А se descompone en dos sustancias P 
y Q. La velocidad de formación de cada una de ellas es 
proporcional a la cantidad de sustancia no descompuesta А, 
Hállense las leyes según las cuales varían las cantidades 
zx e y de las sustancias P y Q en función del tiempo 1, si 
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al cabo de una hora después de iniciarse el proceso de des- 
" a 3 А ne 
composición z = т, Y i donde a es la cantidad inicial 


ru 
de la sustancia Л. 
3.49*. Un punto material de masa m se atrae por el 
centro O con una fuerza proporcional a la distancia. El 
movimiento comienza dol punto A a la distancia a del 
centro con una velocidad inicial v, perpendicular al seg- 
mento O4. Hállese Ja trayectoria del movimiento. 


$4. Elementos de la teoría de estabilidad 


1. Conceptos fundamentales. Sea dado el sistoma do ecuaciones 
dilerencialos 


z ) m fiU, а, а us En. 


zn fis Zi лз see п} 


[0] 


in (D) m fn (b жу, es so Zn) 


con las condiciones iniciales en el punto fp. La solución X, (t) = 
= (Qu ll), - > ++ Pn (0)! dol sistema (1) se llama estable según Liapunov, 
si para cualquier £ > 0 se halla ô (e) > 0 tal que para toda solución 
X(t) = (Gn (0, ...› 2n (0)! del mismo sistema, cuyos vulores en ol 
punto ty satisfucen las desigualdados 


Iz; (0) — Pi (to) | < (6), 1 1, 2, ..., л, [Л] 
para todo 2 2> tp, son válidas las desigualdades 
1200 — qu «x e im 1 2,0... п. (8) 


Si tenemos que ô > 0 es tan poqueño como se quiera y que, aun- 
que sea para una solución X | las desigualdades (3) no so cumplen, 
entonces la solución X, (t) se Паша inestable. 

Si la solución X, (t) es no sólo estable sino que, adomás, para la 
condición (2) satisface la relación 


lím |; (0 — 9; (0] 90, i—1, 2, ..., n, 
to 
entonces esta solución se llama asintóticamente estable. 

EJEMPLO 1. Investígueso si es estable la solución de la ecuación 
diferencial = = ах (a Є К) determinada por la condición inicial 
2, (to) = Co. 

44 Si a 56 ©, la solución tiene la forma 
zo (f) = Ce 769, 


Sea z(t) = Се) una solución arbitraria de esta ecuación 
que satisface la condición | € — бе | < 8 = e. Entonces para a < 0 
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tenemos 
Iz ()— za 01 = Се !4!@-%®%— Cen 1а 0-1] „ 
2.710 7I C o се, 


de donde 
lim |z (2)— zo (H| = 1C— Cul lime! 91 Ut 
bo Ir 


es decir, la solución es asintólicamente establo. 
Para a>0 


Iz ()— 29 (01 =e 0% 0 1C—Col 


puede ser un número tan grande como so quioro para t suficientemente 
grandes. Esto significa, que para a > 0 la solución es incstable. 

Si а = 0 la solución tiene la forma =, o = Co. 

Para toda solución = (t) = С con la condición | С — C, | < ô = 8 
tenemos 


120 — 2 (H |= |C — 61< e 


Pero 
Дш 12 (t)— zo (t)i =|C—Cgl + 9. 
y por eso la solución es estable, no es asintóticamente establo. 


La investigación do la solución Xy (t) del sistema (1) а la estai 
lidad, puedo ser reducida a la investigación de la estabilidad de la 
solución trivial (nula), o sea, del punto de reposo do cierto sistema апё- 
logo al sistema (1). 

Investíguense a la estabilidad las soluciones de las ecua- 
ciones y de los sistemas de ecuaciones siguienles: 


4d omm t (£ — 1), х(0) = t. 


4.2. z = 1—1, z 0) = —1. 

4.3. 2=2 + у, y = x — y; x (0) = y (0) = 0. 

4.4. x = —2ш — Зу y =2+ y; x(V) = y(0) = 0. 
4.5. £ = ax y, y = ау z, z = az — 2 = (0) = 
= y (0) = z (0) = 0, a ER. 


y 
4.6*. Escríbase el sistema de ecuaciones diferenciales, 
si la investigación del punto do reposo de éste a la estabili- 
dad es equivalente a la investigación a la estabilidad de la 
solución X, (t) del sistema. 

4.7. Formülense las definiciones de la estabilidad, de la 
estabilidad asintótica y de la inestabilidad para el punto 
pe reposo del sistema de ecuaciones diferenciales. 
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Tabla 4.1 


Carácter dev punto Estabilidad 
mies dde “йстер Кр 
Reales: м<0 Nudo estalle Asintótica- 
0 monte esta- 
м E ha M me 
0 Nudo inestable Inestable 
AO 
M6 Ensilladura Inestable 
h¿<0 
== 
DL 
Complejas | a<0, Foco estable Asintótica- 
M=a+ ip, | 0 mente esta- 
a>0, Foco inestable Inestablo 
8-0 
а=0, Centro Estable 
Bo 
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Tabla 4.1 (continuación) 


үтү Estabilidad 
Raíces Ay, Ae e 200 del punto 
Real, de A<0 Nudo estable Asintótica- 
multiplici- mente osta- 
dad 2: ble 
M= =h 
2>0 Nudo inestable Inestable 
+ à + 


4.8. Demuéstrese que si una solución cualquiera del 
sistoma lineal do ecuaciones diferencialos es estable según 
Liapunov entonces son estables todas las soluciones де osto 
sistema. 

2. Tipos elementales de los puntos de repose. Para investigar а 


la estabilidad el punto de reposo del sistema de dos ecuaciones difo- 
renciales homogéneas lineales con coeficientes constantes 


ж == ауүл-}-аУ, 
a 1-а12у, раз э 
y — gi lg), ац аһ 
os necesario componer la ecuación característica 
ay—A an 


+ 0 (4) 


=A? anag) А0 


an ds—À 
y hallar sur raíces 4, y A4. En la tablo 4.4 se da Ja clasificación de pun- 
tos de reposo del sistema (4) en dependencia de las raíces А,, А, do la 
ocuación caractorística. 
EJEMPLO 2. Determínese el carácter е invostíguese a la ostabilidad 
cl punto de reposo del sistema 


zc 33b ay, 
ГЕТЕ 
en dependencia del parámelro œ. 


4 La ecuación caractorística 


—2-һ а 
=M+i— = 
1 aea [taat 


tiene las raíces Ar, s= xax. 


Investigando el comportamiento do las raíoes A, Аз en dependencia 
del parámetro œ y empleando los datos de la tabla 4.1, obtenemos: 
P foco estable, si a  —9/4 (las raíces son complejas, Ke Ау. < 

x0; 

un mudo estable, si a = —9/4 (las raíces son reales e iguales); 

un nudo estable, si —9/4 < о < —2 (las raíces son roales y ne- 
gativas); 

una ensilladura y el punto de reposo es inestable, si —2 < a (las 
raícos son reales y do signos diferentes). р» 


Detormínese ol carácter de los puntos de reposo de los 
sistemas siguientes: 


4.9. т = z -H 2y, у = —3a | y. 
410, z= —224 Ly, у= —224 RV. 
441. 

442. z у, y — x — 2). 


se —x + 3M y = а + Yo 
4443. x = —6x — 5y, y = —2x — бу. 


ААБ. zo а 2y, y = да 5y. 
Determínese para qué valores del parámetro œ el punto 
de reposo del sistema es estable. 


MAD, do ar — Y y= т | 2g. 


446. х= —3r-- ay, y = —ах-| y- 
ААТ. Investíguese a la estabilidad la ecuación do oscila- 
ciones elásticas 


X р зох + pèr = 0 


tomando en consideración el rozamiento y la resistencia del 
medio (para a >> 0). 

4,18*, Sea dado el sistema de л ecuaciones diferenciales 
lineales con coeficientes constaules 
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Demuéstrese que si todas las raíces de la ecuación caracterís- 
tica de este sistema tienen parte real negativa, entonces ol 
punto de reposo del sistoma es asintóticamente estable. Si 
por lo menos una de las raíces de la ecuación característica 
tiene una parte real posiliva, entonces el punto de reposo es 
inestable. 

Empleando el resultado del problema 4.18 investíguese 
a la estabilidad el punto de reposo de cada uno do los siste- 
mas siguientes: 


449. z = 2z, y = Зе + Xy, z = —:— y — z. 


4.20. z = —2r Y y = z — 2y, s = + By — 2. 


3. Método de funciones de Liapunov. Este método aplicado al 
sistema autónomo 


d= fi mem 
AA 6 


En fy (а ), 


donde f; (0, ..., 0) = 0, i= 1, 2, ..., n, consiste en la investi- 
gación directa de la estabilidad de su punto de reposo con ayuda de 
la función de ГЛарипоо V (z), ..., c4) escogida de modo adecuado. 
Son válidos los siguientes teoremas de Linpunov: 
TEOREMA 1 (sobre la estabilidad). Si existe una función diferen- 
ciable V (д, . . ., Tp) que satisface en el entorno del origen de coordena- 
das las siguientes condiciones: 
a) И (2.0... 21) 22 0, ademas V=0 sólo para q=... 


(1. map m 


n 
dv [14 
b а= D garl En oeo m 0, 


dei 


entonces el punto de reposo del sistema. (5) es estable. 

TEOREMA 2 (sobre la estabilidad asintótica). Si existe una función 
diferenciable V (zy, . . ., Tp) que satisface en el entorno del origen de 
coordenadas las siguientes condiciones: 

a) У(д,..., 75) 2 0, además У = 0 sólo cuando x=... 
=2,=0, 


п 
ГЕП 
det 


b) = 270, adomía SU. o: sólo para 


fi (к. ar 


т =2n=0, entonces el punto de reposo del sistema (5) cs 
asintóticamente estable. 
TEOREMA 3. (Sobre la inestabilidad). Si eriste una [nación diferen- 


ciable V (a + 2) que satisface en el entorno del origen de coordenadas 
las condic 
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a) V 0, -... 0) = O y tan cerca del origen de coordenadas como se 
quiera, hay puntos en los cuales V (zi, ..-+ 3n) > 0; 


п 


av aV dV P 
b) de Ta б +++, 2п) 22 0, además dE =0 sólo para 


EEN 
entonces cl punto de reposo del sistema (5) es inestable. 

EJEMPLO 3. Con ayuda de la función de Liapunov investíguese 
а la estabilidad el punto de reposo del sistema 


zc 
j=—2P—z. 
4 En calidad de función de Liapunov tomemos V = z* + yA 
Entonces 
dV 


rd Hey (202—2) = —2 (29429), 


y la función Y junto con satisfacen las condiciones del teorema 2. 


Lo que quiere decir que el punto de reposo del sistema es asintótica- 
mente estable. pe 

EJEMPLO 4. Investíguose a la estabilidad el punto de reposo del 
sistema. 


2=> (24008 2), 


y=—y. 


44 Tomenos la función V (z, y) =22— y?. En esto caso > 


= 2g? (24-008 2) + 2y9=2 (2284 y? z* cos 2)=2 (e 422% cost zo 


+ ) > 0 en todos los puntos, excepto en el origen de coordenadas. 


Además, Lan cerca del origen de coordenadas como se quiera existen 
tales puntos, en los cuales V > 0 (por ejemplo, a lo largo de la recta. 
у = 0 V = a? > 0). Por consiguiente, quedan cumplidas las condi- 
ciones del teorema 3 y el punto de reposo es inestable. p» 

No existe el método general de construcción de Ja función de 
Líapunov. En los casos clementales es conveniente buscarla en 1а 
forma: V = ах? + by, V = агі + dy, V = ar? -|- by ', escogiendo 
de modo adecuado Jas constantes 1 >0 y b > 0. 

EJEMPLO 5. Investíguese a la estabilidad ol punto de reposo del 
sistema 


3 
шй зз 3n. 


—— 
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4 Buscaremos la función de Liapunov en la forma de Y = 


m а 4 byt, ac» 0, b c» 0. Entonces tenemos 


Ж аг ( ЕЕЕ: 143249) 2 (6—8 ац) = 


= (2+3 [^] ) p (xy 225?) (32M). 


Poniendo ъ= 3а obtendromos que = —a(2x?-|- y?) <0 para 


di 
cualquier a > 0. Del teorema 2 se deduce que el punto de reposo 
del sistema es asintóticamente ostable. p» 


Investíguense a la estabilidad los puntos de reposo de 
los sistemas siguientes: 


4241. х= =r — р 13 — y, у= 2 — р 4- ay. 
4.22. 2 = y+, у= —т+ у 

4.93. т = syt, у = — 10у. 

4.24. z = —y + 25, y = g -| y. 


x 
4.25. 2v y pat — Da у= — 2r 25у — 18. 


4.26. 2 = —2z + tay, y = y + 2a*y. 


4. Estabilidad según la primera aproximación. Supongamos ue 
las partes derechas del sistema (5), es decir las funciones f; (т,... 
sen ам), Po 1, 2, 2. s, л, son diferenciables suficiente número de 
veces en el origen de coordenadas. Desarrollémoslas según la fórmula 
de Taylor en el entorno del origen de coordenad: 


n 


о En = Ў) арту Fil 
# 


fi (i frm) 


50... 0) 

дт, 
infinitud respecto de zy, . 
puedo ser escrito en Ja for 


donde ау == y Fi son términos de segundo orden de 


zw. Entonces el sistema inicial (5) 


a 
momo) ашу y (2o +++, та), 
і=1 


zac Y) anjzj-- Га (а, о Ende 
p 
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Analicemos el sistema 


2 Y) ap £d, 2, ..., o, (6) 
ё 


Пава sistema de ecuaciones de primera aprozimación para el siste- 
ma (9). 

Es justa la siguiente afirmación: si todas las raíces de la ecuación 
característica del sistema (6) tionen partes reales negativas, entonces 
el punto de reposo del sistema (6), así como del sistema inicial (5) 
es asinlóticamente estable; si por lo menos una de las raíces de la ecua- 
ción característica del sistema (6) tiene parte real posiliva, entonces 
el punto de reposo del sistema (6) (y del sistema (5)) es inestable. 

Se dice que en este caso es posible investigar el sistema (5) a la 
estabilidad según la primera aproximación. En los demás casos es 
imposible realizar, hablando en general, tal investigación ya que 
empiezan a influir los términos de segundo orden de infinitud. 


,, EJEMPLOS. Investíguese a la estabilidad el punto de reposo del 
sistema 


2x - 8 sen y, 


2 ae е® — 3y — cos y. 


zene 


ollando las funciones sen y, cos y, eX según la fórmula 
de Taylor y separando los términos de primer orden de ínfinitud 
podemos reescribir el sistema inicial en la forma de 


2e + 3y + Pi (z, v), 


y = —з — 3y + Fa (т, у), 


donde Fi, F, son términos de segundo orden de iufiniiud respecto 
de > e y. KI sistema correspondiente de ecuaciones de primera aproxi- 
mación de la forma (6) se oscribe del modo siguiente: 


L=2 +8, 


y 


—a — 3p. 


е -14 T 
Las raíces de su ecua с1=101 


Ón característica Aj. = tienen 


partes real 


s negativas. Por consiguiente, el punto de reposo de este 
sistema, 


sí como del inicial, es estable. pe 


Investíguense a la estabilidad según la primera aproxi- 
mación los puntos de reposo de los siguientes sistemas de 
ecuaciones diferenciales: 

4.27. х ie 1) —9y, jis- son y. 

428. 4 


138 


| y eos y, y = За 4 Зу — yen. 


4.29. ж = 75 4 2seng, y = є* — Зу — 1. 
4.80. da —3 24 + sen 2y, y= —y—2zx. 


4.31. z— In (4y4- e), y=2y-1+ Y 1=6z. 


4.32. £= 6929 _ cos 3x, у= V 4--8z — 2e. 

4.33. Demuéstrese que es imposible investigar la ostabi- 
lidad segün la primera aproximación del punto de reposo dol 
sistema 


z= —4у — tt, y = 32 — 


Realícese la investigación aplicando el método de funcio- 
nes de Liapunov. 


$5. Integración numérica 
de ecuaciones diferenciales ordinarias 


1. Problema de Cauchy. El кейиш de hallar la solución parti- 
cular y = y (2) (y (со) = yo) de la ecuación diferencial у = f (z, y), 
llamado problema de Cauchy, puede ser resuello aproximadamente 
valiéndose de los mótodos numéricos. 

METODO DE EULER. Los valores de la función buscada y = у (х) 
en el segmento [zo, X] se determinan por la fórmula 


Unyi = уң F hol (En ua) a) 


donde yp == y (д), >а = ж F В (т, = X), k=O, 4 cu n—i 
Ch 


yh = (paso). Basándose en el error absoluto límite dado к 


se establece el paso inicial de cálculos de №, con ayuda de la desigual- 
dad A? < e. 
MÉTODO DE EULER CON ITERACIONES. Рага caleular los valores 
de la función y = y (x) se emplea la fórmula 
h 
VP. = uh g U Gres uin) 3-1 Ge И). (2) 


kz0, i, ..., n—1, m=1, 2, aoe, 


donde ур) = ypy se calcula por la fórmula (1). Para cada valor de Р 
los cálculos se continúan hasta cumplir la designaldad 


laipa 01 (3) 
donde e es el error absoluto límite dado. Luego, poniendo yap, = 
= ум! se pasa а la determinación del valor siguiente у-у de la Jun- 
ción buscada. Si la desigualdad (3) no se obtiene, disminuyen el 


y realizan todos los cálculos de nuevo. Basándose en el error absoluto 
límite dado e se establece el paso inicial de cálculos de л, con ayuda 
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de la desigualdad A* < e. La estimación a posteriori de exactitud 
se hace con ayuda de la regla de kungc—Romberg (véase más abajo). 

EJEMPLO 1, Aplicando el método de Euler соп шше resuél- 
Vaie al probiere dé Cauchy. еп Я ¡segmento 10, ] para la ecuación 
y = 2r — y, con la condición inicial y = ШУ; рага = = 0. Hay 
rd el paso de tal modo que se satisfaga la desigualdad /? z 
ES 

44 Partiendo de la desigualdad A9 < 0,01 escojamos el paso 


de cálculos de В = 0,2. Entoncesn = 150 == 5, Calculando con un 
solo signo de reserva hallamos por la fórmula (1) cl valor de 


иф = —1 + 0,2 (2-0 — (—1)) = —0,800. 


Introduzcamos la elaboración iterativa de y, según la fórmula (2): 


(2-0—(— 1)4-2-0,2 0,800) == — 0,780, 


у DGA (2-0—(—1)-+2:0,2—(—0,780)) = — 0,782, 
и = —1-„2®. 2 2.0 -(— 1) +2:0,2—(—0,782))  — 0,782. 
Obtenemie yı = —0,7 


Calculamos por i байк (1) el valor de yq: 
y Y = —0,782 + 0,2 (2-0,2 — (—0,782)) = —0,546. 


Efcctuamos la elaboración iterativa: 


из = — 0,789 424. (2.0,2— (—0,782) -+ 2-04 — (— 0,540) = — 0,529, 
и? = —0,824- +2 (2-0,2 = (— 0,782) 4- 2-0,4 — (—-0,529)) = — 0,581. 


yf? = —0,782- 


(2-0,2—(— 0,782) 4- 2-0,4 — (—0,531))  —0,531. 


Obleneros yy == -—0,581. 
Calculando de modo 
= 0.047, y = el 
уо = —1,00, ya 78, у, = —0,53, yo = —0,25, y, 
js = 0,37. Los valores ta de y, coinciden con una exactitud de 
hasta 0,01 con los valores de la solución particular y = e°% + 2x -- 2 


en los puntos correspo: HS del segmento 10, 11. » 

METODO DE RUNG KUTTA. Los valores de la función bus- 
cada y = y (г) en el segmento |z,, ХІ se determinan sucesivamente 
según las fórmulas 


Urti = UA E Лу. 6 0,1, .. n—1, (4) 
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donde 
ix үр (OE 42060 + o9 


h at? 
а= n. n). =h (zi me S), 


А 90) 
«pott (а Un E y O= hS (екы 
ya 4-9), 


zia аъ В (an e X), п 50, 


A partir del error absoluto límite dado e se determina el paso inicial 
de cálculos de A, con ayuda de la desigualdad A5 < g. La estimación 
a posteriori de exactitud se realiza según la regla de Runge— Romberg. 

REGLA DE RUNGE— ROMBERG, Sean y Y e j^ los valores de la 
función buscada obtenidos por uno de los métodos anteriormente 
mencionados para los pasos de cálculos A y 2h, respectivamente, y sca e 
el error absoluto límite dado. Entonces sc considera que está alcanzada 
la exactitud dada de cálculos, si во cumple la desigualdad 


A 
2:—1 


IP IE (5) 


рага todos los k y cuando s = 2, 3, 4, respectivamente, para los méto- 
dos de Ruler, de Euler con iteraciones y de Копче Киа. La solu- 
ción del problema es la función (y). 


Aplicando Ja regla indicada se calculan sucesivamente los valores 
de Ja función buscada con el paso 2% y con el paso Л y se comparan los 
resultados obtenidos por la fórmula (5). Los cálculos terminan cuando 
la desigualdad (5) se cumple para todos los К. 

EJEMPLO 2. Aplicando el método Runge-—Kutla resuélvase con 
una exactitud de hasta 0,001 el problema de Cauchy en el segmento 
10, 0,6] para la ecuación y' = z + y con la condición inicial y = 1 
para z= 0. 

44 Partiendo de la desigualdad Т4 < 0,001 escogemos el paso 
inicial de cálculos // = 0,15. Entonces » =: 4. Calculando con un 
solo dígito de reserva encontramos у; según la fórmula (4): 


1 
Y=1-+ Ayo =14 q (4 + 2059 4- 2059 -]- 0407), 


donde gj? = 0,1500, gí* 


0,1725, qi == 0,1242, 4% == 0,4080. Tenemos: 
n= ПАР (0,1500+2-0,1725+2-0,1742 -+ 0,1986) = 1,1737. 
Luego, 


E ++" 
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donde qj? 0,4986, qj? —=0,2247 gl =0,2267, q? =0,2551. Por 
consiguiente, 


= 1473745 (0,1986 + 2.0,22474-2.0,2267 + 0,2551) == 1,3998. 


De modo análogo calculamos ya == 1,0867 e y, == 2,0443. 
Disminuimos el paso en dos veces, es decir, escogemos л = 0,175, 
ahora н = 8, Encontramos y? por las fórmulas (4): 


OR ON 2090) 


= 1HE (0,075-+ 2-0,0808-}-2-0,0808-+ 0,0867) = 1,0808. 


De modo análogo encontramos los demás valores do ytt, 
Ponemos los resultados en la tabla: 


an Шш an - y 

о-и W= 0 
ví? — 1,0808 

y (2 — 44797 y —4,1737 0 
v9 — 4,2196 

И? == 1,3998 yi —1,2997 0,0001 
pf 1,5350 

и? — 1,086 YY —1,0866 0,0001 
1000 —=1,8559 

00279 —2,0443 y — 2,0442 0,0001 


A —A—_ 2 ——————À 


Es evidente que el primer miembro de la desigualdad (5) en este 
саго no supera a 0,00002. Por eso, y? con una exactitud de hasta 


0,00002 representa la función que se busca, es decir, todos los dígitos 
hallados sou válidos, p» 
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MÉTODO DE MILNE, Los valores de la función buscada y = y (3 
en el segmento [zy X] se hallan sucesivamente por dos fórmula 


= áh o є 
Vh 7 Yi д (27 kom Yua) =f h-a h-e) + 

+2 (Eri Ye), (6) 
= Jue ET (жщз, Ya A (т-а, Yh- H 


Ef Gris Va) 
dins, B, ооа i Бе i 
" 


(ER m guod h- 


Los enatro primeros valores de Wap vis Js. pa deben ser dados y para 
esto previamente se determinan jj. gs. ya por cualquier otro método 
Wl error absoluto límite e del valor ру de la solución aproximada se 
determina por la igualdad 


"ЖЕТ 
egli yal m 


EJEMPLO 3, Empleando los valores de yy, уз, уз que fueron obte- 
nidos en el ejemplo 2 por'el método de ftunge--Kutta, hállese el 
valor de y, mediante el método de Milne. 
а "'enemos yo = 1,0000; y, == 1,0808, y, = 1,1737, ya = 1,2790 
y h = 0,075. Caleulando py e y, según las fórmulas (6). obtenemos: 
- 0.075 
ie £57 (2 (0,075 1,0508) —-10,15 | 1,1737) 4 
+2 (0,225-- 1,2796) = 1,3097, 
75 
м5 (0,151 1,1737) 4 4 (0,225 4-1,2796)-1- 


+(M,34 1,3997) = 1,3997. 


gam 117874 


a que fa — ya = 0 de la fórmula (7) concluimos que todos los digi- 
w de los valores de y, son v 


En los problemas 5.1—5.19 so exige hallar con una exacti- 
tud de hasta 0,0004, la solución de la ecuación diferencial 
de primer orden para las condiciones iniciales indicadas en 
el segmento dado: 

a) mediante el método de Euler con ileraciones, 

b) mediante el método de Runge — Kutta, 

c) mediante el método de Milne. 


94. Игру y (0)=1, (0, 1). 


2. y — 2y = Зе*, y (0,3) = 1,415, 10.3, 0,6]. 
5.3. y =x + 0, y(0) = 0, 10, 0,3]. 
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pe, у (4) = 1, H, 21. 
a? + 1°, у (0) = 0,27, 10, 11. 
0, y (0) = 0,5, (0, 1). 


— 0, [0, 11. 
IN 


5.13. y — x | sen i y (0) —1, (0, 2]. 
544. yc e — y, y (0) =0, 10, 0,41. 
5.15. y' = 2x |: cos y, y (0) = 0, I0, 0,11. 
5.16. y = 23 |- y^, y (0) = 0,5, I0, 0,5]. 
547. y = zy" — y, y (0) = 1, 1 


0, 1). 
5.18. y' = y*-e* — 2, y (0) = 1, 10, 41. 
5.19. y =. 4 ()=0, [1,2]. 


En los problemas 5.20—5.22 fórmense en Fortran los 
subprogramas de la solución de la ecuación diferencial 
y = f (x, y) mediante los métodos indicados. 

5.20. Método de Euler con iteraciones. Los parámetros 
son F, ХО, YO, Н, N, Y, donde F es el nombre del subpro- 
groma-función para calcular los valores de la función f (2, y), 
XO es el valor inicial del argumento, YO es ol valor inicial 
de la función, H es el paso de cálculos, N es el número de 
valores de la función buscada y = y (х), Y es la tabla de 
dimensión N de los valores de Ја función y = y (2). 

5.21. Método de Runge — Kutta. Los parámotros son 
F, ХО, YO, Н, N, Y, EPS, donde Н es el paso inicial de 
cálculos, EPS es el error absoluto límite dado, parámetro 
de entrada; los demás parámetros son los mismos que en el 
problema 5.20. 

5.22. Método de Milne. Los parámetros son F, ХО, H, 
N, Y, EPS, donde EPS es o] error absoluto límite obtenido 
duraute los cáleulos, parámetro de salida, N es el nümero 
de valores de la función buscada, incluyendo el inicial. 
Los demás parámetros son los mismos que en el proble- 
ma 5.20. Los cuatro primeros elementos de la tabla Y deben 
ser determinados antes de recurrir al subprograma. 

En los problemas 5.23—5.25 compóngase en Fortran el 
programa de la solución de uno de los problemas 5.1—5.19, 
empleaudo con este fin uno de los subprogramas indicados. 
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5.23. Subprograma obtenido en el problema 5.20. 
5.24. Subprograma obtenido en el problema 5.21. 
5.25. Subprograma obtenido en el problema 5.22. 


Los métodos considerados más arriba pueden ser empleados en la 
solución del problema de Cauchy para el sistema normal de dos ccua- 
ciones diferenciales de primer orden y para la ecuación diferencial de 
segundo orden, 

EJEMPLO 4. Aplicando el método de Euler con ileraciones rosuélva- 
so el problema de Cauchy en el segmeulo |3, 4| con una exactitud 
de hasta 0,01 para la ecuación 


cuando las condiciones iniciales son y (3) = 6, y’ (3) = 3. 
« Partiendo de la desigualdad Li < 0,01 који el paso de 


= 5. 


0,2 
, Reducimos la ecuación de segundo orden al sistema de dos ecua- 
ciones de primer orden, introduciendo una meva función p = y" 


cálculos de л = 0,2, Entonces n = 


(E E =P e n 9 
y =р= (2, y, р). 


Las condiciones iniciales para cl sistema dado son: y = 6, p = 3 
para х = 3. 

Conservando un signo de reserva caleulemos los valores de ias 
funciones p = p (r) е y = y (z) en los puntos z, = 3,2, my = 3,1, 
ag = 3,6, x, = 3,8, zg = 4, según las fórmulas mi) y (2). 


Para z,—3,2 tenemos: 


p = hel Go во, p) 94-02 (340-1) иа, 
и» yeh. $n Уо» Po) = Yo +h- Po=6-4-0,2-3 6,000, 
pP EL Kf (о, Vos Po) H- 1 (za, vi”, pi = 
ы 
0 (or) - (3299 


и" = 00 (жо, Vos Po) c Ф (ж, 91, AA) 


Fatt) ) 340, 


=1+2 (рь+- pi?) —6-4- 0,1 (34-3,133)=6,613. 
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Obtenemos Jos valores de p, =3,123 e yy = 6613, 
Para 2; == 3,4 tenemos: 


» 
j 3,33 , бйз 
pi esp, MeL Gs 097943902 ( 5 AES t) 


YO ydq (жү, Ys D) m Va 4h» р, = 6,6134-0,2.3,133 — 7,240, 


260, 


ne n4 U (ж, ns Ру) P Gne у, py?) - 


ed 3,33 , 6,613 
=3,1934-0,1 (E =: +1) dE 
266 7,240 
34 5*4 


= 3,200, 


le 


VP mHE o т. PDA Gra £s Р” 


33-. 3,24 


h 
= +5 (pi! 219) = 8,018 4-0,1 (3 


De aquí obtenemos los valor 
Realizando cálenlos а! 
hallamos 


de pa = 3,206 e y. 
gos para rg = 3,6. 


р» = 8,899, уз = 7,920, 
ра = 3,582, y, = 8,613, 
Ps = 3,065, ys = 9.333. 


Redondeando hasta conté 
qi = O01, ya = 7,25, Ya 


imas obtenemos la respuesta: yo = 6,00, 
7,92, y, = 8,51, y, = 9,83, Do 


En los problemas 5.26—5.31 se exige;hallar la solución 
del sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden 
o la solución de la ecuación diferencial de segundo orden, 
con exaclitud de hasta 0,001 para las condiciones iniciales 
indicadas on el segmento dado: 


5.26. y— E, z— eei y()-0 i, 
21. 

5.27. у == (z—y) 2, z' == (2 + y) т, y(0)=1, z(0) — 1, 
[0, 1]. 


5.28. y' == сов (y -- 22) +2, z' — +241, 
y (0) = 1, 2(0) = 0,05, [0, 0,3]. 
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5.29. y —e- 0-04 2x, z’ = 2y? 
z (0) = 1, [0, 0,3]. 

5.30. y —y— е", y (0) 0, y' (0) —0,5, [0, 1]. 

5.31. y" — 2y! — 23?—4, yn) =. и0)= 2, 
11, 2). 


z, y (0) 0,5, 


5.32. Fórmese en Fortran aplicando el método de Runge— 
Kutta el subprograma de la solución del sistema de dos 
ecuaeiones diferenciales de primer orden 


y = J (ш, у, 2). 


2 cpm y, 2) 


con las condiciones iniciales y (zo) = yo. z (zy) = 20, en el 
segmento [zo X]. Los parámetros son F, Fl, ХО, YO, ТІ, 
N, Y, Z, EPS, donde F y Fl son los nombres de los sub- 
programas-funciones para calcular los valores de las [un- 
ciones f (2, y, 2) y q (x, y, 2), ХО es el valor inicial del 
argumento z == zy, YO es el valor inicial de la función, H 
es el paso ini de cálculos, N es el número de valores de 
las funciones buscadas y = y (£) y 3 .Y y Z son 
tablas de dimensión N de los valores de las funciones y = 
шы e yz = z (т). EPS es el error absoluto límite dado. 

5.33. U ilizando ol subprograma obtenido al resolver 
el problema 5.32, compóngase en Fortran el programa de la 
solución de nno de los problemas 5.26—5.34. 


2. Problema de contorno para la ecuación lineal. El problema de 
contorno para la ecuación diferencial lineal 


y dp) y! d a) ac F0. 
donde p (2), q (2 f (2) son ciertas funciones continuas en el 


mento Га, bl, con e eu hallar su solución y + y (0) que s: 
las condiciones de frontera 


Goy (a) + ay" (0 — А. 

Boy (0) + Buy" (0) — B, 
donde ep, er Bo. В, А, В son constantes y | о, 1 4- о 15 0, 
[EE = 0). Este problema puede ser resuelto numéricamente 
por el método de diferencias finitas; aplicándolo, Vos valores de las 
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funciones y = y (x) se hallan a partir del sistema de ecuaciones linea- 
les de (n + 1)- ésimo orden del tipo: 


Era — Yer 4 Ba 


E AS) 


P (za) 
k=0, í, ..., n—2, 


awt a, LT s. л, 


(0-58). 


Burn + Pa 2 ел 


con » 4-1 incógni 
EJEMPLOS. Кози 
diferencial 


Yor He + 
vase el proble de contorno para la ecuación 


у + ау +2 = 


con, lay condiciones de frontera y (D) = 0, y (1) = беп el segmento 
e diferencias finitas, partiendo este 


, y, = 0. Por consiguiente, 
Co se yt 0v эз = y 05): 


Formemos el sistema (8) ponténdo por turno k = 0, 1, 2: 
hm): 


a—2yi -l А 
е st 420, ó дли 2; 


=y Р 
а ару E270, 6 40у 2а и) = 2; 


ix 
Bh | ду, 2—0, 64h) рњ 2. 


Añadiendo las condiciones de frontera obtenemos el siguiente sistema 
de cinco ecuaciones respecto a cinco incógnitas yo, ji, Ya Vm Ya 


169, — 31y, 2-109; 
25, ya 4249 Е 

16у. — 3104160, == 

Yo == 


Ya 


Resolviendo este sistema hallamos yo = 0, y, = 0,8, y, = 1,05, 
Ya == 0,8, ya = 0. р 
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En los problemas 5.34—5.39 se exige hallar la solución 
de la ecuación diferencial de segundo orden con las condi- 
ciones de frontera indicadas, aplicando el método de dife- 
rencias finitas y dividiendo el segmcnto dado en л partes 
iguales. 

Se ay — ay = 32; y (1) = 2, y (2) — 9, И, 21, 
n=4, 

5.35. y" 4- zy — y = 35; y (4) = 1,333, у (3) = 3, 
И, 31, n = 7. 

5.36. y" + ay! + y = 25 у (0) = 1, y (1) = 
n = 10. 

5,37. y” + y che = 0; y (0) = 0, y (2, 2) = 1, 10,2. 2), 
п = 11. 

5.38. y” -b (z — 1) y' + 3,125y = Ат, y (0) = 1, y (1)= 
= 1,308, 10, 1], п = 10. 

5.89. zy" — 2y = 0, y (1) — 2y' (1) = 0, y (2) = 4,5, 
И, 21, в = 5. 


5.40. Empleando c! subprograma de la solución del 
Sistema lincal de las ecua iones algebraicas obtenido ер el 
problema 5.16 del cap. 4, fórmese en Fortran el programa 
de la solución de uno de los problemas 5.34—5.30. 


0, [0, 1], 


RESPUESTAS 


14. y (ln | 1—22 3) 91. 1,5. уа) 1. 1.6. y=2—3 соз z. 
LT. f(e, y)=0, para JL «c0 tenemos más, para 0 tenemos 


mín, 1.8. z Ff. ng =0, a) y 4294-3220, b) y= In (24 


+V TAn. 19. shan 140. zy! 4-y—0. 
=ylhz 442. 2:5 =>" yt. 1.43. yy ans 1.14. zy 


145. vage 1.22. arelg y—aresen z— C; 23 1. 1.23. ber 


=C. 1.24. yseny+cos y—zcos r+seur=C. 1.25. arctg ti 


COTA, puoi. 427. y=C yA 


in(1422)=C. 1.26. 
(0—1) = С, 


1.28. (1 He tg y С. 1.29. «10-21011 pai 


у= —1. 1,30. tg EL-¿=C. 1.34. dz 4-1 Се, 1.32. harotg 
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de 


1.36. y = PEE 
a-nn), gm (2n—1)zzr,n€ £. 1.38. a° —2ry— y? = 


arsen L VA PI ja] =C, yk 140 zels 


ур С. 142. a-+y—1=C (y+ 
2424-4310 |-Ьу—2|=С. 1.44. y * 


ыз 
шиг} Ez. 146. A ‚-®(с+ў). 
1.48. y=(24 C) (1-22). 1.49. gm Cem Len, 150. y =z In г} 
1 


E. эм. уеде} EC). 1.52 2 =Cy+ 
xdg 
y 


y. O Escríbase 


2 
; es lineal respecto a гу 


la ecuación en la forma de LE = 
dy 


Z. 1.53. e =arctg y —14 Co" S069, 4,5%, sen y— Со Hemi. 
@Póngaso sen y=z. 1.55. y=sen г. 1.56. pa. 


IARE T TEN T Тел. дї? КЕ 
157. 2=yloyi i. 158, qoe (c5 s). 159. у= 
sena 
анте 
la ecuación en la forma do — 


—249%®®у, 16 


y=0. 1.60. 22=CMY-—2 (sen y +1). 9 Escribase 


dx _ 22 соз у--зеп2у PTE 
a s 1.61. y?—1/ (3— 


.orhmiJ(g dy). 4.63, 2 ay diem C. 1.64. 5aty— 


— Bzy +a+3y= C. 1.65. 23-|- ye" шы С. 1.66. 2% соз? y-- yt - С. 1,67. 


2n-+ ^ 


Todo el plano Озу. 1.68. y z. 1.69. y s m. 420. 02» 
>й. 1.71 y=0. 472 y=1. 133. y=-2. 174 у=. 
1.5. 2=2p4+0p.+C, y=p244p% y=0 (solución particular). 
176. z=2 V рї 1—1 (14 V PFF 0) 1а p- 


=0 (solución particular). 1.77.2: eP-| C, y 


Cr 4 8 (02 22), у= — (solución particular). 4.70. zer p+ 
3 В 

49, i= r- JC. 4.80. х==рсовр, y= р? cos p—p sen p— 

—«os p--C,. 1.81. z—2p— In p, icum с. nem z—Cy-4C?, 


1 " " à 
к= —-р 38 (solución particular). 1.83. ‚+ Cx x i y=+z 


(solución partienlar). 1.84. = ++ 1.85, 
1 c 1 
hs РЕР Рр y=x+ 


+1 (solución particular). 1.86. х= Cp—]n p—2. i ES Cp — р. 


187. y Cah, en (solución particular). 1.88, y=Cx" C + 


ФИС, r me Fay (Solución particular). 1.89. y=Ca=é”, y 


+z (ln 21) (solución particular) 1.90. y= Сх соз С, y— zaresen 
zy T= si particular), 1.91. Lineal: y=uv, 1.92. Io- 
mogénca; . 1.93. Con las variables separables. 1.94. Ecuación 
de Bernoulli: rei 1.95. Lineal respecto a z; z=uv, 1.96. Ecua- 
ción en diferenciales totales 1.97. 1 omogenea, ж==пу. 1.98. Ecua- 
ción do Bernoulli respecto а z; х= ир, 1.99. La que se reduce a Ја 
ecuación con variables separables; u=y—z. 1.100. Lineal; y--uv. 


1,101. Ecuación de Bernoulli; y=uv. 1.402, y= r?— 2-H Сет 22/2, 
1405. In yl +Ž=C, y=0 (solución particular). 4-104. $ 39 cos 


5 Е 1 
aiet 1405. у= rees: 


1407. 2==y y Cy? 3.408. In |x| 4-7 — С, z=0 (solución par- 


ticular). 1,109, 14y4=C (0—23). 1.110. 21 обу | мб, 44M, 
у= з Cr). 1.42324 2y—1) (x —1) С. 4.113, arctg 


Lin YFF. 1414. 2ycosz--cos2r— 0. 1445. 242 1а 


1.106. y =} T 32. 


oct С. 1416. p= Cz —1n C, у= 1-- 1n solución particular). 
1417. х= 1/0677? 4-2 — yt). 4418. In [2] соз Lars 1.119, 


zy IF —веп у== С. e Escríbase la ecuación en forma з тй 
C jmd]. 
z 


1420. z-Faretg P єс. 1.121. "-( 


ТИИ 
2 
—сш =) 1,422. 


AO — (solución particu- 
lar) 1.123. (z4- y? =C (yh —2). OVóngase у 21/2. 1424. y= + 
+ іа 24]. 1,125, 1) у Ат, 2) ryl=4. 1126. y= = 

1.127, (1+0)? J-y?=a?. 1.128. у= + 2а (2-1 C1. 1.129. y=2ch 


T. 1430. у= 3/2463). 1.431. y2=62 |0, 1432. 1) y= (2 


Z, 
R lui 

—9, p EED LE i 1433. уш paw rout 

1435, аруз = 2y. 4.496. = p (3+ In |у). 4.137. ра 22 10—28, 

1458. у= 27. 1.30, #= (Ey). 1440. y=2 VIT 
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444. GEL, 1.142. 222 39 — Сз, 1.143. аз 21 — Ct, 


1.444. y =C/2%, 1.145. 2 уз = С. 1.446. T za--(Ty —a) eht, 
1.147. Al cabo do 40 min. 1.148. —5-(3/5)//129 (r.p.s.); al cabo 
de G min 185. e La ecuación tiene la forma de Fo = —ko. 
1.149. Al cabo de 1575 años. 1,150. En 6 min 5 в. Ф La ecuación 
tieno el aspecto de зры (А) dt=—S (h) dh donde w cs el área del 
orificio, v (h) es la velocidad do salida del agua, Р es el nivel dol 
agua, 5 (h) es el área de la sección transversal del recipiente, t es 
el tiempo. 1.151. 0,0878. € La ecuación tiene la forma de dQ— 
=—kQdh. 1.152. œ 50 s; 15m. 1.153. ta 0,0011 s. @ La ecua- 
ción tiene el aspecto do mS == й, 1.156. 05kg. 1.155. 
a) 56,5 g; b) 7,84 h. 1.156. 0,00%. € La ecuación tiene la forma 
do (0,01 2 — 0,0004) 1500 dt = -- 10800-0,01 dz, donde z es el contenido 
de dióxido de carbono (en %) en el aire en el momento de tiempo t. 


erem 
1.457. i= qs улук Ut sen ot— Lo соз ot Le E), 


Lys 
24. y «rs 02. >0 29. y=0. 2.10. A 


йы 4- 2.12. y" = 0. 2.43. y = (C, + arctg z) z— 
a 
ln Tz Ca 244. d e Суз Ҷ- С.. 2.15. y= 
1 2—C > 1 
= тр чеш 7-1 Co иу [ire Hen yO m. 


2.16. Ciy = (Ciel + 1) аге Cie — Ciz + C, 2у = hn C nt, 
sd oxi. МТ. реф Фк (at) ec. 


2.18. y Cun z С. 249. y= C, (e Y E — In |а 


ЕИ 91|) Ha- C, у = Cile YT а 4- aresen т) + 224 Ca. 
2,20. y C, (1—5) 4- Ca. 2.24. 2y = Су cos 22 + (t+ 2С) з 
4 Сз. 2.22. 2y— Ciz? — 2C} (x 4- C4) ln 124-6115 Cor + Сз. 
2.23. y Ca (24 Cy) In |х-Е C11 +037, у = Сух + Co 2.94. 2= 
=2C1p — ln |p| EC, y = Cip? — p; y = Ce; y = C. 2.25. лош 
da ———— i ran 

= ж $ (V726) V VTF CAC 226. 77 V Ct Fi Су 
+ 2. 2.27. Cia- 3 (24 С, Сїу—1=веп (Ciz-] Co), дух 


| dd кри Iny—C 
(CJ, y=0. 228. Iny- Ci (Car C2, lo | E |= 
2C Су, C2) ln y 1, y C. 2.29. ctg y С, Сал. 2,30. y=1+ 
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+ aa . 231. = фо Gt) | Сүт Tuta] | Cas 4-3. 


3 ^ 
232. р 5-4-1 C. 239. ym Cur | їз. ‚2.34. ус, (se ao 
4 
q 0) + 


2.35. у= Сухе, @ La equación es homogénea respecto а y, y, 


Ln 
7 EP don cy А E 
y. 236. у= Се . 237. y 025 RC, 2.38. у= 


2.39. у= (1—2) e*4-24-3. 2.40. 2 Intz-4. E 22. 


* 


—+у. 244. PEE z£, 242. y—2lu]z-|-1 | — z4-1. 


243, y= = In|z— t]. 2.44. mje (LE) | 26d. 24$ y 


=tgr, —n/2« z«nj2. 246. y=. 2,47. (3-0) y^. B(z--2). 
2,48. y—i-rsenz. 249. y=1—e%, A 2.50. y=1--z. 
CyeP—2p— 2p—2, у= Су (p—1) er— C, 2.2. х= 
3 


-х 


53. 2 (p | Derd Су, у= 
= peP HC, 2.54. == Зура lo] p|- Cs =t ут С. 


255. y=-+incosz. 256. a) y С LCa para y 6 
т 

b) (z-4- C9)? 4- 9 — Ct. para y" < 0. 2.57. а) 4(C¡y—4) Ciz C 

para y 220; D) a 


C 
S usen 0-- Ca. 09 U eosi) para y” < 
<0. e] zu dy se calcula sustituyendo y— C, sent, 2,58, y= 
z 7 


2.0 ЕИ z). 2.59, ема ‚ donde «=. 260. v= 


соз xja 
V, 


m 373 
Vir, z=% inon (E t). 2:01. 1,895, 16,6 m/s. 
e. A és, Keenias М: pedis 200. Juano. Pec: 
2.62, El tiempo de subida es n-i V Tang JUI. Бш 


You 
A 
эрг а (1468); а velocidad de caída 


de elevación es ax "T 


T RE i à 
foren V cu ol tiempo de caída es T, = 


153 


al problema 2.62. 2,64. z= V ай mms 1.2.65. х= V 


1 
E = TL (0) 
T- 5^, 266, E Y A E 
t 66. zx y но fut w d = 
ds 


+ —2((1=at1Jn(I—at) a), 2 (10) 0,54 kt, х(80)==5,65 km, 


000) — 18,44 km, — 2,67. V 3i (virar—m + £x 


x aresen L 


ER +4). 2.68. =116h. e Emplécso la res- 


puesta ® иге 2.87. d 23148 km/s. 2,70, yd lcs 
ГЕТЕ ВАЕ 5 ; 

“у тту» (=) ut ти, ondo kE is э. 
E Sig ба 

E S m Elimi = ug ® Ку = 


]s donde E es el módulo de clasticidad (módulo 


de Youngo), / es el momento de i 


rcia do la sección transversal 


R А 

de la viga respecto al eje Ox 22. Бу = (FE 07) LE 
z d, pp gn e 

-i7 Typs Fl GO Ely = Ре 
qa 


==, donde E es el módulo de etasticidad (módulo de Younge), 


I es ol momento de inercia de la sección lransversal de la viga 


respocto al eje 0. 2.73. P= ql. ө Ету" =p ua 15:2. 

х . 2.73, фа. Ө Ely x 
p РЧ”. q— x PÈ që E 

Ely= 7 Ea ad E Se Е 4 2e dondo 


E es el módulo de la elasticidad (módulo de PENA, 1 es el mo- 
mento de inercia de la sección transversal де la viga respecto al 
eje Ox, 2.75, yo Cer Coet, 2,76. у= (е4 Cn, 2.77. у= 


sena " 1 1+: \ 
T. 238. у= 0, ($2n| TH ji) н 
2.79. y= Ces E e . 2.80. Lincalmente independiente. 


2.81. Vieni THET 2.82. Lincalmente independiente. 
2,83. Linealmente dependiente. 2.84. Lincalmenle independiente. 
2.85. UU ndependiente. 2.86. Lincalmente independiente. 
2.87, Linenlmente independiente. 2.88. Linealmente dependiente. 
Lincalmente independiente. 2.90. y* i g^ =0. 3. y” 
М DD yc 92. Hy — Ray EUN 2. E Y 
.w" [y — 0. 2.95, y" — y — 0. 2.96. 


2.97. y" — 2y" + y — 2y = 0. 2,98. 4 De 1а iu 
se deduce que el sistema homogéneo de cenaciones 
con incógnitas од. Gu. + ®„ 


aldad W tra) = 0 
bracas liucales 


Фур (o) + Aaya (fod bos F Onin Wo- ©, 
yi (zo) 4 Gays (ш)... F Anih d) 15 e 
oun Ma) + ся DG) SEE A о md 

tiene tal solución 0%, 09% .... ağ que no lodos ağ son iguales 


atu (a i ašys dal + «un GO 
homogénea lineal dada y, como se deduce 
ice las condiciones iniciales y (х0) = 0, 
.. 0. Pero а las mismas condiciones 
Мыш Jus ааба: también la función y=0. que es también 
la solución de la ecuación dada (la función y = U es la uis 1 de 
cualquier ecuación diferencial homogénea lineal). De aquí, basándose 
en cl teorema de Cauchy sobre la existencia y unicidad de la solu- 
ción, concluimos que aty (а) +... | ажи, (т) e 0 en (a, D), es 
decir, el sistema de las funciones y, niei 0 My ter es linealmente 
dependiente en (а, b). Pero, entonces, el wronskiano W tr) de este 
sistema es igual a cero en todos los puntos de (л, 11, 10 que se requería 
demostrar. p 


Y Mm) ga) e yn) 
Vo уб) yl) sae 


y"? yy? n) yr) sse "a 


es la solución de la ecuacic 
de la: aldades (*), 
y (ху) s P-D (хе 


2.99. =. 9 Cualquier solu- 


ción y de la ecuación buscada junto con las funciones y, (2), ya & «e 
forma un sistema linealmente dependiente „у= 
аг З вен «. 2401. y е* | Sex d 3, 2,102, y 


= S pan + it 2.103. y = Сук y C, sen c! Ca cos rp o, 


2,104. y = Cox + Car — e — 1. 2.105 
— sen > cos x. 2.106. у = (ебх + C. 
= Cb Cash sb Cacosz + jet sen èr. 2408. y = 
E ии 0 у. (ёк + Cae к, 2.110. 
la y = 0, y= (Са Cga) ех. 2.111 Wed 

QI eo Ja 4 C, een ds) FAT i 

A+ Cur Car) 9. 2413. у i 
H (Ca + Cs e. 2.115. y = Cue VIE + P 15x, A446 y 
= е-%® (C боз 2e [DC son Be. 2,117. y — Ox 4C, Cun. 2,118, 


p — Сүсөз т de Cur cos c — 
56-4 2407. y = 


eux ad | 


2 

ym еси (Cy + Су). 2421, y = Сү + e (Сз e 

2.122. ge fa че Саюза Cs cos Y 
+ (Ca + Суз) e-z. 2,124. 


y = CV + Cae -4 2.2419. y = e= È C, соз i- Ca кў). 2.120. 
eF €; 


sen За). 
sen /3z. 2.123. 
Cat + зех + 
|- €, sen z). 
y—6- 
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2125 D eur de leas з lis 
2426. p — (C. E Coe (а E Cu) es. ФА 


+ Ca сов 2x -t (y sen 2r + х (C, cos 2z 4- Съ sen 2л). 2.128. y = 
= Gb Car + Ot ех (Су F Сый. 2429. y = (Су Сад е + 
A (С, + Сат сох 2 (C. IN С + 
Cae -F Cari. Сый -H ех (Су F Се). 2131. y=. 2.432. 
y=(1— Ba) 03 „ y= Pez 2180. y= shr 
Las ^ condiciones iniciales som: y(M=0, y 0) = 1. 


ч 
2.135. yleLar 2436. y= Cre -H Cypr 
7 3 2 ( 


-pec In (et dy — 2.487. y=(C,—la |sen x]) cos 224 (02 


=з) sen 22, 2.138. ЕСЕР == | zara) e. 


2.139. v (6 ET je mna-is)es 2.140, (42? Ba) e*t, 
2,444. = (A cos áv l- B sen 42). 2.142. Ar -I- B cos Se С sen 8r. 
2443. (Ar -- BY ven 2e -i (Ce -F D) cos 2a. 2444, (dal Y Ba) еб. 
2445, 418] K Cr. 2,140, ex (Ax + B) cos 2e + (Cz -- D) X 
X sen 22. 2447. sex tA -H Ba + C cos dx. | (Da? -+ Ex d- Рух 
Y sen 82. 


2.148. у= Си | (аф) 2.149. у= C, ch z4- C, sh z-- 


2 
rshz 


Gshz Ушу y Cut 4 Cem — Rem (Re d es 
PEA 200. y Ct Cae yc ( Etg) 
1 


2451. y= Сүе®®-- зеля 5 cos За кеп Зи. 2.152. y=(C1+ 


(m3 — n?) sen nz-| 2mn cos nr 


imt} nij . 2493. y (C12 Cox) X 


Cn) ета 


1 
ET 


2,456. y = Суох) Сувон у br (rsen т dcos). 2,155. y= 
= (y cos 2e 4 Cos 2z gd rsen 20. 2456. y= CAR 


cos mz. 


Qe laeth a 2497. y — jeta Cer 4 je + zex, 2.158. 


ym 6 t i7 Lar +3. 2459. u = €. Cac d (Са + 
ner e 


= 61.4 ба + 


аз 

2.460. am(6 6e e 2.401. y 
a 

4-С, eos z | C, son z-| ze | 22—12). 2.162. y= Сех Coto 

4 Ca cos z | C, son z FA sen z. 2463. у= 61+ 


: 
a Car Ct C (3) е 


156 


2.464. y = ex — 2554 e — d. 2.165. ү = e е-® o 2.166. 
y 3 | cos 2s H^ sen 2r. 2.467. y == 26022 — b sen r-H 26 


2169. y= rer, 2,100 у= coss + Dena ec Qe b deem 
2.470. y х (2x — — л созт}. 2, m. gm X 


MS ти ве 2.172. у — Су сй itn a F Cs х 
X sen (21n | z D) + 2x. 2473. у = Суз | > OS 


у= Cr + Сый + См. 24 yq a+ Colo] z | Саз, 2,176, 
ШЕ Оа 25 ЖР 
en созт 
TE жр ы 2419. у= 
2.477. v= shz. 2478. y= 2. 2409. y IA 
X(solución única). 2.180. No hay soluciones. 2.181. (z—2)* - y? — 5. 


2.182. y—-1—senz-cosz. 2.183. у= y 


©. 2,18%. у= 


= oq mo 2.185. ze (асоро 60 son pe) 
a 

dondo p= =M. Ф La ecuación tiene la forma A ds T 

4800. 2486. 2—67 (ach pi E sh pe), dondo а= 


Ue вр «x E. ө Lo ecuación Liono la forma do mx 


im E. 2487, а) rca chat; b) r= зон, ө La 


А 
ecuación Меше la forma Er or. 2.188. r= aht х 


x (ch ov FE =y sh o VTF [E 2.489, T= x 
v pr 


xIn (0-1 80) = 33. e 4 ecuación tiene la forma do T 
-$ +. donde s es el camino recorrido durante el tiempo 


t por el extremo de la parte de la cadena que desciende. 


Jg sen 30t—00 Y Z т 
22 men Jpn y st (em). @ Si z se calcula 


2.190. т= 


2. 
a partir del estado de reposo de la carga, entonces m 


=4g— k (29 +1—y—eé), donde х, es la distancia del punto de 
reposo de la carga desde el punto inicial de suspensión del resorte, 
1 es la longitud del resorte en estado de reposo, por esto k (1—1)= 


=4g y, por consiguiente, A eta, donde k=4g, g= 
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gama 
А терт ^ d*i 
oc ot кеи w) Ta ecuación diferencial del circuito es: Lam 


E 


+R 2.192. 4 Tenemos 
de _ тҮ " & duo, 
qe == Bt conet, Ya ecuación diforencial del circuito єз: L qe 


4 Я А 
gie cos int. La solución general de la ecuación homogénca 


correspondiente es fp C, со: 


t. La solución 


particular de la ceuación no homogénea lineal tione la forma de 


i 


di 
= £ (A cos ot -+ Р sen ot). Entonces -yy -` t (— Aw seu mt 


di 
+ Ho cos ot)- A cos wt- B sen ot, -gr > t(— Aw? cos vot — Bw? x 


x sen ot) -(—246 sen ot-| 280 cos ом). Sustituyendo en la ecuación 


Mo dH 1 
la expresión i y yr У considerando que 702—777 = 0, obtendre- 


mes la identidad Z (240 sen 025-280 cos wt) == Eo cos ot, de 


. Por consiguiente, T- E: 


donde 10, B- 7 
4 
solución general: i=: 6, cos yg +C: sem y "3L 
I di € 1 Ca 
X — t. Calentando ¿=> sen + y c08 X 
VIE di ИІС ИЛС ДАЯ 


х=! um в aid on 1 y emplean 
— = t eos m y esp 
AER C. ahy Le Vio КЕ gp pris ОМА 


do las condiciones iniciales, obtendremos €, = С, =). La solución 


particular buscada es: t op 2493. i= 


1 cos (ot 4-9). 


E 
— AL cos qp sen et 


2uL EA 
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8.4. 24 yt— 


— 2s (y — zy!) x E gy! — zi! — 2 (у— ту 


3.2. yy Har m0, yt aze = 002 3.3. E pr 
dz dy di du 
Aa 1 к ш t 
du de de Ф 
d v du 2y—z w 
ds de du do 
а-ы a 


mne 348, Саа 00, ра C (LR Cp. 31А. iti eC, 
, Cit C — 2* C—C tr) 
=й Bl ES Va mb 2.2030 3 
#=+б„ 305. 9=E A, а > 
3,16. z= 1а |C; (Cit Cal, у = 1а 1С, (Ct | C9] — C. 2 
(6144) 1С, 3.17. а-о 


иод. 3.19. 22у = С, 2/7 


1 


= Ve Су, y? = Сүй Си. 324. у= zd 


C,C, 


z= C e01"; усеше, =e, 302. а= Суу, y 


g—BLonqa. 3.23. а) Sí; b) no. € La rolación «(t z, ЙС 
EN И 


es la primera intogral dol sistema z; -fı (t, z, y), ууа (h, t. у), 


дн дф eq. 
cuando y sólo cuando F b (is Se fau 0 


3.24. 2-4 = х®-1-(у—1)%. 3.28. 293-| Зу (213--1) — 8 —à. 3,26, y 
= (14 ln [a]. 3.27. (y—zj-pzt--1. 3.28. js (уа 

+ Ск YE, а 20-0 e, (04. VD) ac te, Q — y). 
3.29. у= C,-- C42, 5—2€, LR. 3,30, x= Gs рс 
po ЗМ. х= a ‚к= Су с: a 332, z- Cel буен, үш 
Сүе!--2Се®ї, 3.33. 2 — 3C, E Сем, y 

y=, 3,34, ж== е5! (C, cos2t-| C, sen 20, y 
—(С,--С„) соз 2t); z — e5t (cos 21— sen 2t), y 


=e% (C, cos 8t + C, sen 30), эрен (че, 


cos 3t 4- (8C, 4- 
+4C,)} sen 38). 3.36. z= (20,1 4- 2С, -F Met, y = (Ct A С) et, 


337. «= (би 4 Ca et, у = (си ee es) en 


y z—2te3, 
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(—21) 3 338, s Cet pet (€, cos YA ep cun YE y 
2 2 id 


сек e (0, 103 Су) cos KË (0, V 84 6) ах 


/8 y 1 "m /8 E 
x5 t), i7 ety eth (v8 Ca) seu L itn yie 


иЗ 
+0) о 026); ES sm Get бус, y= 
C gp Cae, а Сеш —(б,-- Cg) et 2 me еті, уен ресі, 
@. х= C,--3C,8, y=—2C ¿et - Сз, 2—61 


2 det, 
62е. ЗАА. ro Cret + CS -+ Coet, y = at + ae, 


¿=2C,0t Суи 4. 20,400. 342, z = 20,0 Y Cur S * ч 


›= C et - 8C, > 3.43. х= (С, cos t4- C, sen t—1) et, 


Я 
gi (C, sen t— C, cos tjet, 3.44 a= (00ка) eit, 


" 
(FA ta pA det) ett. 345, z= C, cos t- C, sen t— 


—160s t, y = (С. — Cy) cos t — (Сү + Ca) son t -+ t (сов t + sen t). 
3,46. х = C, cos t 4 C, sen t+ tg t, y = — C, sen t 4- Co cos t + 2. 
3.47. т = 3 (Cre! + Cae?!) + Су cos 2t 4- C, son 2t, y = 2061 + 
ah C,e72t)— 2 (C, cos 2t -]- C, sen 21). ө Búsquese la solución dol sis- 
tema en forma de х= 4e, yz Вок. 3.48. z=a (1—271)/4, y= 
—39a(1— 2-4. € El sistema de ecuaciones diferenciales es: 


. . k 
a=k, (ay), y = k (a — 1 — y). 3.69. 2 = а соз ym у= 


EB 6 +. 6 La ccuación diferencial 


—Юг, my=—*Y. 

4.1. Inestable. 4.2. Estable. 4.3. Inestable. 4.4. Asintóticamente 
estable. 4.5. Asintóticamente establo ві, о < —1/2; estable, si а = 
= —1/2 e inestable para æ > —1/2. 4.6. z; А at 
raw за F Фо (D) = Fi (ls а, + + з) 3. 
drahsfórmese el atera (1) para nuevos variables, poniendo 
= m — фи i= 1, 2, .-., n. 4.7. El punto de reposo z; == 0 (i 
=1,2,..., n Чы sistema de ecuaciones diferenciales ез estable, si 
para cualquier e > 0 se encuentra б (е) > 0 tal que de la desigualdad 

n 
Sá dl (la) « 8% (e) se deduce D zf (<e para todos los t> 
íi = 


Si, además, se cumple la relación lím 5 zi () = 0, entonces el 
i9 (Li 
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punto de reposo del sistema cs asintóticamente estable. El punto de 
reposo es inestable, si existen e >0 y el número ¿ Lales, que para 
toda 8 2 0 de la desigualdad Lx 4) | << б se deluce | z; (0) 9 в 
а cierto £ >> А. 4.9. Foco inestable. 4.10. Ensillalura. 4.11. Foco 
le. 4.12. Nudo estable. 4.13. Nudo estable, 4.14. Nudo estable 
Para ningún а. 416. [a] >2 447. a<0 al | pl 
es а caso de an «rozamiento negativo» grande, el punto de reposo es 
un nudo inestable; a < 0, | œ | << | В es el caso de un ereranueñto 
negativo», el punto de reposo es un foco able; а — 0, el punto 
de reposo es estable, centro; 4 > 0, | æ | «7 | В 1, el punto de reposo 
es un foco estable; a >Ü, |a! ze | B |. la теи del medio es 
grande, el punto de reposo es un nudo estable. 6 Susliliyase Їп ecua- 


п por el sistema normal equivalente = 
4.48. Emplécse la notación de la sohu 
со pura шта valores de la rai 
4.20. Estable. У = 2 | y? estable, 4.22. V = 12-| yf ines- 
table, 4.23, w^ estable. 4.24. V — 22 -- y*; inestable. 


4.25. V= 2e + os estable. 4.26. Y = ре 1 54 inestable, 4.27. 


y = —2ay — fe. 
icular del sistema homo- 
cterística 4.19, Inestable. 


2 
Estable. 4.28. Inestable. 4.29. Inestable. 4.30. Estable, 4. Esau. 
4.32. Tuestable. 4.33. intólicamente establ 
$40. y(M= 4,4828 5. y n 3) 


= 0,0451, 5.4. y (2 0,7899. 5.6. н m 
0,3305. 5.7. y (1) 3,4547. 5.9. y (4) — 
3,7190. 3.10. y (2) 2,8085. 5.11. y (11 — 0, 1057, 5.12. y АЕН 
0,0461, 5.13, y ‚2489. 5.14. y 10,4) — 0,4647 y (0.4) 
0.1098. 5.16. y (0 RAZ, 5.17. y (di — fLA385. 5,18, y (1) 

= 0,3079. 5 yu 

5.20. 
SUBROUTINE FULBR (Р, X0, Yr, A, М. Y) 
DIMENSION Y(N) 
H3 = Hd 
X= ХО- П 
U = YU 
K=0 
3BX=X+H 


FUNC = F (X, Y) 
Yi = U + H,FUNG 

Y2 = U + (FUNC + F (X, YD qus. 
IF (ABS (Y2—Y1).LT.113) GO TO 2 

Yi = Y2 

GO TO 

K=K+4 

Y (К) = ү? 


[2 


1) En las respuestas a los problemas 5-1—5.19, así como a 
5.31 se dan los valores de la solución huscada en КЇ extremo del ser- 
mento dado, 
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U= Y2 
IF (K.L'T.N) GO TO 3 
RETURN 
END 
5.21. 
SUBROUTINE RK (Е, ХО, YO, H, N, Y, EPS) 
DIMENSION Y (№ 


M= 
DO11 
1YM=0 
2Х = ХО 
U= YO 
ро4ј= 1, х 
DO3K=4,M 
1 = Р(Х, Uh Н 
2 FX 8/2, UA 91/2). HH 
Q (X + T/2.. U + Q2/2.) , H 


Q4 = F(X +M, U 


- 03) 4 H 


DY = (01 --2, Q2 1 24,03 + Qi. 
ШЧ = DY 
3X=xX+H 
A = ABS QU — Y (15) 
Ү (N=U 


IF (A.GT.EPS) KIND = 4 
4 CONTINUE 
IF (KIND.EQ.N GO TO 5 
RETURN 
5 H = н. 
М = M2 
KIND = 0 
GO TO 2 
END 
22. 
SUBROUTINE MILN (V, X0, H, N, Y, РХ) 
DIMENSION 
NI=N—4 
EPS = 0. 
х= хо 
Fl = F(X +H, Y 0) 
Р(Х 42.45, Y 6) 
F3 = F (X + 3H, Y 4) 
рок = f, NI 
YW = Y (К) -- (2. FI — F2 + 2.4, F9) 4 4,H/8 
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Y (KE 4) = Y(K £2) FH 4,F8 4- FX i hH, Y We 
„Нн. 
А = ABS (YW — Y (h |. 4\)/29. 
EPS = AMAX1 (A, EPS) 
Fi = F2 
F2 = F3 
T8 = РК А 
1X=X405 
RETURN 
END 


5.23. En la Loren para 
a) subprograma 
SUBROUTINE EULER (Р, ХО, YO, M, N, 44 
b) subprograma-Tunción (para el problema 5.12 
FUNCTION F(X, Y) 

F-2QXQY-XQX 

RETURN 

END 

c) programa principal 

EXTERNAL € 

DIMENSION Y (20), A (40) 

CALL EULER (F, 0.. 0., 0.025, 20, Yr 

CALL EULER (1, 0., 0., 0.0125, 40, A) 
B=0 

DO 1 K=1,20 

С = ABS (Y (К) — A (2*K — 1)'7. 

B = AMAXI (В. С) 

WRITE (3,2) A.B. 

FORMAT (5 (1H, 8F12.6), 'ERROR = 
STOP 

END 


oleuladora entrau tres unidades de programa: 


ы 


^ мов 


5.24. Tarea para la colenladora para el problema 5.18: 
a) subprograma 

SUBROUTINE BK (F, X0, YO, TF, №. Y. КРУ» 
b) subprograma-función 

FUNCTION F (X, Y) 

F = Y,Y,EXP (X) — 24Y 

RETURN 

END 

c) programa principal 

EXTERNAL F 

DIMENSION Y (10) 
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CALL АК. (Р. 0, 4., 0.4, 10, Y, (E-4) 
WRITE 13,0) Y 

FORMAT ИМ, SEU5 6) 

STOP 
END 

5.25, "Tarea 
а) subprograma 

SUBROUTINE MIT.N. (P, ХО, II, N, Y, RPSI 
b) eubprosrana-función 

FUNCTION. F (X, Y) 


5 


a La caleuladora para el problema 5,19: 


Fs 4, (Y, Y Y 
RETURN 
END 


€) programa principal 

EXTERNAL Y 

DIMENSION Y (21) 

DATA Y (1)/0.65212:, Y (20.052562 ,Y (3) 0.877122), Y (4)/0,705863/ 
CALL MILN (F, 4., 0.05, 24. Y, BPS) 

WRITE (3. 1 Y. BPS 

PORMAT (8 (01 7112.01, ERROR —*, FR) 

sTOP 

END 


5.26. y (20 - 0,25, z (2i == 0,875. 5.27. и (1 -= 1,204, z (1) = 
2.946. 5,28. и (Q3 — 1,505, 2 (03) — 0,577. 5.29, y (0.3) = 
= 0,638, z (0,4) == 1. 5.94. y (1) — 1.359. 5.31. y = 1,833. 


5.32, 
SUBROUTINE RKD (F. Fl, ХО. ХО, Z0, W, N, Y, Z, EPS) 
DIMENSION Y (Ni, Z (NY 


M=1 

DO1T=4,N 

Y(D=0. 
170 E 
2X = Xü 

U= Y0 

V=20 


DOAJ — LN 
D02K —4M 
F (X, U, VIT 


V + QIZ2.,H 
2 у + Q1Z/2.,H 
QRY—F(A 2, 6 V + Q22/2),H 
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ES 


937 = ET (X - IU2., U 4- Q2Y2, Y + 027/2, 

04Ү = 

042 FI РН. U+ 03Ү, Y E 932, 
Г = (QUY + 2,02Y + 2,03Y + ӨЗҮ}. 

7 = (017 + 2,027. + 2,032 + QAZyG. 

04 DY 

vcl» 

X-X4H 

ABS (U — Y (00115) 

B = ABS (У - - Z (0150 

Y (5) == U 

10) = У 

IF (A.GT.EPS.OM.B.GT.El 

CONTINCR 

W (KIND EQ.) GO TO 5 

RETURN 

Н = Н22, 

М = М,2 

KIND = 6 

GO TO 2 

END 


PS) KIND = 1 


5.33. Tarea para Ja calculadora, pura el problema 5.29: 


a) subprograma 
SUBROUTI 
b) subprograma-Tunció 
FUNCTION F(X, Y, Z) 

Fr= EXP (ti ¿Van? + 2,42) + 24X 

RETURN 

END 

e) subprograma-funeión 

FUNCTION FF (X, Y. 2) 

= 24Y42 +47 

RETURN 

END 

d) programa principal 

EXTERNAL F, FI 

DIMENSION (Y20), Z (201 

CALL RKD (Р, FI, 0., 0.5, 4., 0.1, 20, Y, 4, 10 
WRITE (3,0 Y.Z 

FORMAT (1H, 10F10.4) 

STOP 

END 


-4) 


E RKD (Р, Fl, ХО. YO, 20, |f, N, Y, 4, UPS) 
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2.058, p, — 4,375, y= 6, 
3.333, 4, = 4,148, y, = 5.0 
0,742, 0,001, y. 
0087, 


y 
[ 20. Ya 
8,855, y, — 8.04, 
130 1,42, 
149 


34. a 3,796. 
5. 
а) subprograma 
SUBROUTINE EXCLUS (A, B, N) 

b) programa principal 

DIMENSION A (H, 19, D (1) 

READ (1,1 A,B 

FORMAT (9F8.4) 

CALL EXCLUS (A, H, 40 

WRITE (ihn 


FORMAT (", 6/S.3) 


Tarca para la caleuladora para el problema 5.38; 


1 


" 


CAPÍTULO 10 


ANALISIS VECTORIAL 


$ 1. Campos escalares y vectoriales. Gradiente 


1. Características geométricas de los campos escalares y vecto- 
ríales. Sea D un dominio en el espacio de dos, tres n » dimensiones. 
Se dice que en el dominio D está definido el campo escalar, si en D 
está dada la función escalar del punto 1 (Р) = и (zy, Zas +. ay Zp) = 
= и (г) que se Пата función del campo (r es el radio vector del punto 

(rp Zn ..., п), Si a cada punto P £ D está puesto en correspun- 
dencia vector а (P) = а (1), entonces se dice que en el dominio 
D está definido el campo vectorial determinado por la función vecta- 
rial a (P) = a (хр, д, -- zy) = a (r). 

Las caracteristicas geométricas más elementales de Jos campos 
escalares son líneas de nivel п (z, y) == С en el espacio de dos dimen- 
siones, superficies de nivel, o superficies equipotenciales, u (£, y, 2) == С 
en el espacio de tres dimensiones y hipersuperficies de nivel u ley... 
+... Zn) == С en el espacio n > 3 dimensiones Las caracteristicas 
geométricas más elementales de los campos vectoriales son líneas 
vectoriales y tubos voctorínles. Se Mama línea cectarial la línea, cuya 
tangente en cada punto tiene una dirección que coincido con la direc- 
ción del vector del campo que le corresponde. Las líneas vectoriales 
Para el vector a = a i 4- apj + а, se determinan por el sistema de 
ecuaciones diferenciales 


de dy de 
NOTA 


(análogamente para los campos planos y multulimensionales). Se 
Пата tubo vectorial la superficie formada por las lineas vectoriales 
que pasan por los puntos de cierta curva cerrada situmla еп el campo 
y que no coincide (incluso parcialmente) cun cualquier línea vectorial 


Determínese el tipo de líneas o superficies (hipersuper- 
ficies) de nivel de los campos escalares signientes: 


11. u =y -+z 1.2. u - ay. 
1.3. и = ylz. ise ri 
1.5. u = £ + yp — 2%. 46.5 sl 


AT. u = n 3 24 aho 4.8, und 


Hálleuse las líneas vectoriales de los campos siguientes: 
1 a- yi—aj. 1.10. a = zi — yj. 

1.11. a — yi 4. ј- 112. а =r = zi + yj + zk. 
1.13. а = [r. el (e es vector constante). 


idi а= pl F 


1.15. a = (y — 3) i + (—23)jà (œ — у) k. 
1.16, & ^ ще, -i Zz F 21е. 


1.17. Delermínese el tipo de tubos vectoriales: 
a) en el problema 1.12; b) en el problema 1.15. 


2. Derivada direccional y gradiente del campu escalar. Sen 8 = 
s CUNA cos B-j -F соз WE el vector unitario de la dirección 
dada s, ry — sub Le poj => Zak el radio vector del punto Pa (xg. Yo: ту), 
La derivada del campo escalar n (P) en el punto Ру respecto u la direc- 


A du 2 
ción $, designada ntediante 2 determina por la relación 


LENTUM u (rod 38) — и (n) 
OF voe т 


tación de la función а (P1 eu la direc 


y coraeteriza la velocidad de và 


f du 
ción s La derivada z se calenla según Ja fórmula 
s 


du 
ду ire, 


du 
ds 


ап 
e 0X drm 


cos p4- si | cosy. — (D) 


cos a | 


Y, 


Se Шата gradirate del compo escalar u (2), designado mediante 
el símbolo gral u, el vector engas proyecciones son las derivadas 
parciales de la Iuución u (P) respeeto a Jas coordenadas correspon- 
dientes, es decir, 


(2) 


la derivada respecte а la dirección y el 
alares n-dimensionales. 


De mudo análose ке deter 
gradiente para los campos 


Partiendo de la expresión de la derivada respecto a la 
dirección (1) y de la definición del gradiento (2) domuéstren- 
se las siguientes propiedades del gradiente: 

148. La derivada del campo respecto a la dirección s 
es igual al producto escalar del gradiente del campo por el 
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vector unitario de la dirección dada, es decir. es igual a la 
proyección del gradiente en la dirceción dada 
= (grad и, 8) = [grad u|eos qu 
donde ф es el ángulo entre el gradiente y el vector s. 
1.19. La dirección dol gradi à dirección del más 
rápido crecimiento de la función del campo. 
1.20. En cada punto del campo el gradiente está dirigido 
por la normal a la superficie de nivel correspondiente, en 
dirección del crecimiento del potencial del campo, es decir, 


ди 
Igrad u| =» 


donde п es la normal a la superficie de nivel dirigida hacia 
el crecimiento de la función del campo. 

Hállense las derivadas de los campos siguientes en los 
puutos dados, según la dirección prefijada: 

1.21. u+ 1 42 en ol punto /%(2, --1) en dirección 
de Po, donde Р, (6, 2). 

1.22, u=La dy. z en el punto P,(2, 1, 1) en 


2 
dirección de la recta E 


hacia el erecimiento 


del campo. 

1.22. u xit а}— 29 — aj en el punto Pa (4, 3, 
2, —1) en dirección del vector a = 2e, | e, — дед. 

1.24. Hállese el ángulo entre los gradientes del campo 
2у% — 22 en Jos puntos P, (2, 3, —1D) y P, (0, —1, 


1.25. Hállense la velocidad y la dirección del más rápido 
crecimiento del campo и = zyz en el punto Pa (1, 2. —2). 
1.26. llállese el vector unitario de la normal a la supor- 
ficio de nivel del campo u = z? ~- 2zy — буз en el punto 
Py, 1. —1), dirigido hacia el crecimiento del campo. 
1.27. Mállense los puntos estacionarios del campo u = 

= 242 — 4xy | y? — 2yz H 6. 
1.28. Cerciórese de Ја ortogonalidad de las líneas de 
nivel de Jos 


а)ш—х y B = xy; 
2 
Ш) ц= 222 + y? o= £. 
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1.29. Cerciórese de la ortogonalidad de las superficies 
de nivel de los campos siguientes: 


yd, v=2 + yz; 

b) u а -| y? — 22, v = туш; 

e) u= la a 23,0 = Ltg + хл W = уц 
=- aX. 

4,30. Mállese la familia de líneas del más rápido creci- 
miento para los campos siguiente: 

а) el campo plano u = 22 — 

b) el campo tridimensional и = хуз 

с) el campo tridimensional u = 2? + y? — 22. 


§ 2. Integrales curvilíneas y de superficie 


1. Integrales curvilíncas de primera especie. Scan AB el arco 
de upa curva suave a trozos; и (P), el campo escalar definido en AB; 
Ao ™ А, Ау, Ao An = B —la partición arbitraria del 


arco AB y P, (v «+.» R) — son puntos arbitrarios cn los 


— j 
arcos parciales. A, Ay, cuyas longitud 


х se designan mediante As,. 
n 


Si existe el linite Пе la sucesión de las sumas integrales y u (Py) X 


yl 
X As, para max As, — © (y n= ох), que no depende ni del modo 
Y 


dela partición del arco АЎ por los puntos Ay ni de la elección de los 
puntos Py en Jus arcos parciales ASA y, entonces este límite se llama 
integral eurcilínea de primera especie de la función п (P) según la curva 


AB y se designa mediante 


Puma Tues an 
Ab AB 
Hl del arco), es decic, 
" 


f ado „Иш Y ride, (à) 


máx As, 0 
>ы 


(ds es la dilere: 


Aa 
Si la función u (P) es continua en AB, entonces la integral (1) 


existe, 
Desde el punto de vista físico Ja integral (1) puede interpretarse 


como masa de la curva AD. El cálculo de la integral (1) se reduce al 
а. Por ejemplo, si la ecuación del ayco AB 


cálenlo de Ya intesra) defi 
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tiene por expresión z = гб, y — y (f, 2 — z Us by Z Es б, enton 
ces 


п 
ўа u(ett, y(t), z 0) ао | y? ? (0) dt, 
AR to 


La integral eurvilínea de primera esperie no depende de la dirección 
en la que se pasa el arco AP, en otras palabras 


f u (P) ds = $ u (ds. 

AR ВА 
ЕЗЕМРТО4, Determínese la masa M de la prituera espira de la 
en £, z == Af, si la densidad p (P) en cada 


punto de ésta es proporcional a la longitu! del radio vector de este 
punto. 


Puesto que p = kr = ky XE E F 2. entonces en los puntos 
de la hélice p = kya TP. А la primera expira corresponde la 
variación del о t desde 0 hasta 2x y 


а= \ IIF yep = ү APR t. 
De aquí 
2n 
u-| күз Marl dl 
о 


оло E 
HEEERU ns чи xr 
EFE TN] en) | 
ea ЕТ гт 
күши (vz TESI. ln PA FS 


2.1. Hálleso la masa de toda la astroide x == a cos? t, 
y = a sen? t, si p (P) = | zy |. 
2.2. Mállese la masa de toda la cardioide r = a (f ! 
А cos , si u (P) = k VF. 
3. llese la masa de toda la lemniscata 7? -: 
zo x 2o, зі p (P) = 


2.4. Calcüleso үз z 


As si AB es el arco do la 


línea == 1, y= 


AO, ( 0) y ву? i 9. 


2.5. Mállese la masa dol arco de la hélice cónica z = 
= aet cos 1, y ae! sen l, z = aet, si p = ket desde el 
punto O (0, 0, 0) hasta el punto А (a, 0, a). 

2.6. Mállese 1а fuerza con Ja cual la masa M distribuida 
uniformemente a Јо largo de la cireunferencia a? + y? = a, 
2 = c, alrae la masa puntual m colocada en el origen de 
coordenadas. 

2.7. Mállese la masa de la cuarta parte de la circunferen- 
cia | y*- o? sitiada en el primer cuadrante, si su 
densidad en cada punto de la circunferencia es proporcional 
a la abscisa de este punto (el coeficiente de proporcionalidad 
es a). 

2.8. Hállese la masa de la semicireunferencia a? 
tuada en el semiplano superior, si la densidad de 
esta semicireunferencia en cada punto es proporcional al 
cubo de la ordenada de este punto (el coeficicnte de pro- 
porcionalidad es f). 


P= 


=r 


2. Integra) do superficie de primera especie. Sean G la superficie 
suave a trozos: n (Ph, el campo escalar dado en 6; Gis Go, ¿+ o Gm 


Ja partición arbitraria de la superficie G en superficies parciales cuyas 
ёте son iguales Amy. Adios > з Абу y sean Py (v==4,2, ..„ n) 
puntos arbitrarios en las superficies parciales Gy. Si existe о ímite 


de la sucesión de las sumas integrales n (Р) Ag, para máx Ao, == 
y) A0, сы 


+0 (y n -> оо} que no depende ni del modo de partir la superficie G 
en superficies. parciales ni do la elección de los puntos P, en estas 
superlicies parciales, entonces este límite se lama integral de super- 
ficie de primera especie de la función и (P) según la superficie С y se 


designa mediante 
ffa уаз = VT u (7, y, z) do 
E @ 


(de es la diferencial del área de superficiel, es decir, 


n 


fi uiPrdo= lim У у) Ao- (2) 
máx Ag, > 
6 v y 1 


Si u (P es continua en б, Jo integral (21 existe. El cálculo de la ínte- 
gral (2) se reduce ul cáleulo de la integral doble ordinaria. Supongamos 
que la recto paralela а) eje Oz corta la superficie G sólo en un punto, 
es decir. la ecuación de Ja superficie tiene la forma z E (z, y) y que G 
se proyecta sobre el plano (ту en el dominio D. El elemento do, del 
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Área D se expresa en forma de da, = da cos ү, donde y es un ángulo 
agudo formado por la normal a la superficie С con el eje Oz 


cos y- 


vu 


De este medo, 


© D 
e AR yn y GR (E) em 


Si Ja recta paralelo al cje Oz corta la superficie G en dos puntos o más, 
entonces G se divide ез partes, cada nna de las cuales se interseca con 
la recta paralela al eje Oz sólo en un único punto. La integración 
debe realizarse respecto a cada una de las partes obtenidas. 

La superficie G puede proyectarse sobre los planos Osz о Oyz, 

en vez de proyectarse sobre el plano Osy. 

Para las superficies de dos caras la integral de suporfic 
rimera еаресе по depende de la сага por la спа] se toma, El si 
físico de la integral de superficie de primera especie depende 

carácter lísico del campo escalar dado: éste puede determinar la masa 
distribuida por la superficie definida, la carga eléctrica, etc. 

EJEMPLO 2, Determínenso el momento estático respecto al plano 

Оту y la posición del centro de masas de la semiesfera homogénea G: 
at + 0-22 MM 
4 Tenemos 


May Їр |} vey i (y (y 


donde D es el círculo z? + y? « R?, s = 0. Ya que en la semiesfera 
айх y dy -+ zdz = 0 entouces 


x. A 
8p а" 
do donde 
7 day? д: 2 Ири 22 R 
V (x) eG) тя 


May zdo= 8 Ràzdr=R {асау mismo ano. 
G G G 


Determinemos ahora Jas coordenadas del eentro ile masis de la semies- 
fera. En virtud de la simetria 


doc yo — 0. 
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Luego, ya que el área O de la superficie de la semiesfera С os 2лЛ?, 
entonces 
May R 
Q 2 
EJEMPLO 3. Por toda la superficie del cono con una altura h 
y un radio de la base a están distribuidas las cargas eléctricas. En 
cada punto de la superficie la densidad de la а es proporcional 
a la z-coordenada ile oste punto (e = kz). El vértice del cono está 
en el origen de las coordenadas, su eje está dirigido а lo largo del 
eje Oz. Determiuese la carga sumaria de toda la superficie del cono. 
44 La carga sumaria de la base del cono es igual al producto de 
su área ла? por la densidad de la carga puntual, es decir, kh. Así pues, 
Fp = kna?h. La carga de la smperlície lateral G se determina por 
la integral 


‚> 


Eam || dedo. 
КЧ 


> 
La ecuación de Ja superficie del сопа es 2-5 (22-102), 0<2<h. 


T А he д2 13 х 
Diferenciando hallamos z dz El x dx |- y dy), de donde 4:731 


дз hè у — 
— ур Sip 
OS consiguiente 


Va 


Por eso 


LI 


MN yapa ere 
E ry : 


donde D es el círenlo 2? + y? < at, 2 = 0. Pasando a las coordenadas 
polares obtenemos. 


A 
Bpm LEER ГЇ ФУРИЕ 
D 
cr 


ar б 2 => 
| aq fe а= krah y PFH, 
п а ` 
Mallamos toda la carga: 

E — Enjo} Es i= Kuh 4-5 Елаһ | APR 


_ kmah 


E] Qaj2|/at hn. р 


2.9. Determínese la masa distribuida en чиа verla de la 
superficie del paraboloide hiperbólico 2az — a? ?. corta- 
da por el cilindro a? + y? = a?, si la densidad en enda punto 
de la superficie es igual a k 12 [А 

2.10. Determínese el momento de inercia de la superficie 
lateral homogénea del cono z= V a2 ^ y 
respecto del eje Oz. 

2.11. Determínese la carga eléctrica sumaria distribuida 
en una parte de la superficie del Шы de dos hojas 
22 = 22 + ya (ааа ү), si la densidad de la 
carga en cada punto es proporcional а la z-coordenada de 
este punlo (e = kz). 

2.12. Determínese la masa distribuida por la superficie 
del cubo z == +a, у = +a, 2 = +a, si la densidad snper- 
ficial en el punto P (x, y, 2) ох igual a Ку Тац | (k = 
= const). 

2.13. Determínese la carga eléctrica sumaria distribuida 
en una parte de la superficie del paraboloide 2az = 22 -| 
+ y?, cortada por el cilindro z? |- y? = a, si la densidad 
de la carga en cada punto es iguala £ |/z (k = const). 


3. Integral eurvilínea de segunda especie. Supongamos que en el 


= 
arco АВ de la curva suave a trozos está definido el campo vecim 
= a (r) = a, (z, y, z) d+ ay e az) jora (к, н. 21 y que А 
= 40 А Ap Apo. Bus An = В 68 ana partición arbitraria del 


arco AB en arcos parciales, Py (у= 1, 2, ..., n) son puntos arbilra- 


rios en los arcos Aâ, y Ar, es un incremento del radio vector 
— 
r (P) en los oxtremos del arco 4, 1A, Entonces, si existe el limite 
de la sucesión de las sumas integrales Ў (и (Py), Аг) para máx 
у=! 


1 Агу | > 0 (y n — оо) que no depende ni del modo de partir el arco AB 
en arcos parciales, ni de la elección de los puntos P, en estos arcos 
parciales, este límite se Пата integral curvilínea de segunda especie 


respecto al arco ут y se designa mediante 


SS ca, ano | атаана, 


АВ Ab 
es decir, 
R n 
a, dr)— lí Py, Ary). 3 
i ) Шы: 2 (а (Ру), Ary) [5] 
à 


Aquí (a, dr) y (a (Py), Ar,) son productos escalares de los vectores. 
Si la función vectorial æ (P) ex continsa en AB, entonces la integral 
131 existe. 
La integral 
Anilogamente se 
Jrs planos y muti ғ 
I 
del arco Af £ = or y= у (0, z 
М i 
| a, an= | us ED, уш), UD cod 
ы lo 


del vector a (r). 
ampos vectoria- 
n Jas ecuaciones paramótricas 


zit, t, tx б, entonces 


y Get), o (t. 2D y (Has (200), y(), 2 (0) 27 (0) de. (4) 


Aquí f y f£, sm valores del parámetro ё correspondieutes à los puntos 
A y B. A diferencia de las integrales curvilíneas de primera especie 
las integrales lineales (31 dependen de la dirección por la cual se 


—, 
realiza la integración a lo largo del arco AB" 


fo dr)e — \ (a, dr. 
бА РҮП 
más simple de la integral lineal es el trabajo del 
а — a (r, cuando en éste se desplaza un punto mate- 


PL sentido fiic 
enmpo de fuerza 


rinl por la curva AB, del punto A al punto 2. 

EJEMPLO 4. Deltormíneso el trabajo del campo de fuerzas F = ri -j 
A yj -+ sk, cuando el punto material se desplaza а 10 largo de la 
primera espira de la hélice cónica z — art eos t, y = aet sen Ё, 2 = 
= get, del punto A (0, 0, Ù al punto Z (a, 0, ч 

Ф Yo que dz o aet (eos 2 -— sen ty dt, dy = uet (sen t -p cos tj 
dt, dz = met ut y 


(Е, dÀ c хайт + y dy > 


zdz = ad ((cos £ — sen © cost + 
+ (sen # 4- cos t! sen t + f dt = 2а dt, 
entonces, teniendo en cuenta que t= — оо en el punto A y t=0 
en el рамо B, tenemos 
р 

f (F, ағ) == 2a? | era» 

Ah m 
. Este ejemplo se puede resolver de un moda n 
11 consideración que en este caso (Р, (e, dr) 


()BSERVACI ÓI 
simple, «i se ton 


1 d 
= 4 (081. además r= || == 0 en el punto A y гз=а]/2 en el 
punto B. Tenemos 


f (Е. dr) 


a ря 
z | as 
Ан Ш 
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La integral lineal del vector a, Lomada por el contorno cerrado С 
se llama circulación del vector del campo por el contorno dado y se 


designa con el sírabolo $ a «dr. La dirección del recorrido del contorno 


se indica de antemano, cos la particularidad de que se considera 
positivo el recorrido en sentido antihorario y negativo en sentido 
horario. 


Para los campos planos vectoriales а = ay (x, y) ¿+ ay (5 y) j 
liene lugar la siguiente afirmación: 
Si la función vectorial a = Gy (z, i i-i- а, (7, y) j es continua 


junto: con Jos derivadas S y 22 E: 204 en la región cerrada  G + C, 


[joe pne 
6 


(órmula de Green). 
EJEMPLO 5. Сајей1озе la integral curvilínea 
Hernan 
c 
donde C es la circunferencia z* + у = r*. 
4 Aplicando la fórmula de Green podemos escribir: 
pese dy fiar) ime 
Kc 


entonces 


puesto que jj dy dy es el área del cireulo Ke: 224-02 < 2. фә 
Ko 
2.14. Calcúlese el trabajo del campo de fuerzas F — yi— 
— zj, cuando el punto material se desplaza a lo largo de la 
mitad superior de la elipse = + £ 7 1, del punto A (a, 0) 
al punto 2 (—a, 0). 
2.15. Caleúleso la integral lineal T (a, dr), si а = 


p 
27, O (0, 0), B (1, 1) respeclo a las líneas si- 


M 


my 
guientes: 

а) al segmento de la recta OB; » al arco de la parábola 
а? = y; c) al arco de la parábola y? = z; d) a la quebrada 
OAB, donde А (1, 0); c) a la quebrada OCB, donde C (0, 1). 

2.16. Calcúlese la circulación del vector a = yi — xj 
a lo largo de la circunferencia (x — z)? + (y — yo)? = r4 
en sentido negativo. 
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2.17. Calcúleso la integral lineal fe. dr) si а= 
DA 
— 
= zi + zj 4 yk y la ecuación del arco ОА es r = іі + Bj + 
+6k, 0<1<1l. 
2.18. Calcúlese la integral lineal f (a, dr), si a = 
bri 
— 
= —yzi-- xzj + тук, OA es la primera espira de la hélice 
z = a cost, у = a sen t, 2 = ht (0 t « 2n). 

2.19**, Calcúlese la circulación del vector а = zi -++ 
+ aj yk a lo largo de la circunferencia 2° + y? + 2° = 
= R?, + у-- = Н en sentido positivo respecto al 
versor k. 

2.20. Calcúlese Ja circulación del vector a = yi — zj + 
+ xl а lo largo de la olipse e -+z = а, y = х en 
dirección positiva respecto al versor i. 

2.21. Calcúlese el trabajo del campo de fuerzas F = 
= 2ayi-|- y j — a?k, cuando el punto material se desplaza 
а 10 largo de la sección del hiperboloide z? + y? — 22° = 
= 2a? por el plano y = т, del punto (а, а, 0) al punto 


(a Y 2, a Y 2, a). 


Aplicando la fórmula de Green calcúlense las integrales: 
2,22. ф (22 —- y?) de 4 (224 y?) ду. donde C es el con- 
ё 


torno formado por la semicircunferencia у = V r? —3? y el 
eje Ох. 
2.23. Ye ¡ yy dz— (z— y)* dy, donde C cs el contorno 


ё 
formado por la sinusoide у= зоп = y el segmento del eje 
Oz рага 0<x<n. 
2.24. $ Py dz — zy? dy. 
xtpytert 


2.25. $ (z-|- y) dz — (224 y?) dy, donde C оз el triángulo 
é 
con vértices О (0, 0), 4(1, 0) y B (0, 1). 


4. Integral de superlicie de segunda especie. La superficie suave G 
en el espacio tridimensional se llama de dos raras, si la normal a la 
superficie, al recorrer cualquier contorno cerrado que se encuentra 
sabre la superficie G y que no tiene puntos comunes con su frontera, 
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retorna a la posición inicial La elección de una cera determinada 
de la su io, es docir, la elección de la dirección de la normal hacia 
la superficie se llama orientación de la superf 

Sea G la superficie orientada suave a trozos ye — a, (л, y Di 
+ ау (z, p 2) j + az (т, и, 2) k, el campo vertorial. Dividamos Ja 
superlicie G en superficies parciales Gy, Gas- - , Gs cuyas áreas 
designamos mediante Ac, (v = 1, 2, ..., n) y las áreas de las 
superficies parciales Gy, provistas de normales umtarias ny (Py) en 
los puntos P, Є б, la denotamos por Ao, (es decir, consideramos cada 
área de tal indole como un vector de longitud Ay, y de dirección 
ny (P4). Pues, si existe el límite de la sucesión de sumas integrales 
Li 


Y) (а (P9, Aay) para máx Азу -> 0 (y n — ос), el cual no depende 
E 


91 

пі del modo de partir la superficie G en superficies parciales, ni de la 
elección de los puntos P, en estas superficies parciales, entonces este 
límite se liama integral de superficie de segunda esperie respecto a la 
superficio G y se designa mediante 


$ (a, do) \} dy dz-- ay dz dz - a, dz du, (5) 
6 G 
es decir, 
9 n 
jio. а= — lim У) (a (Py), Am). 


máx AG, > 0 
S ny 


Si el campo a (P) es continuo en G, la integral (5) existo. 

La integral de superficie de segunda especie se Пата también 
flujo del campo vectorial а (P) a través de la superficio G. Puede ser 
interpretada como la cantidad de líquido o mas que pasa por unidad 
de tiempo en la dirección dada a través de Ја superlicie б. El paso 
а otra cara de la superficie cambia la dirección de la normal hacia 
la superficie у por eso, también el signo de la integral de superficie 
de segunda especio. 

El cálculo de la integral de superficie de segmulo género se reduce 
al cálculo de la integral de superficie de primer тёпето 


i (a, у= | f a, п) іс = Je. cosa--aycospB-Fa,cosy)dg (б) 
G d в 


donde m = (cos a, соз B, cos y) es la normal unitaria a Ja snperficie, 
o al cálculo de la suma de tres integrales doblos 


ffia СЕТЕ 
а 


EDITED asd V ate. y. т, unded, 


р, р; 
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amente sobre 
son las expre- 
udo respecto 


dende Dy. Dy y Da son las proyecciones de G respect 
los planos Oyz, (rz y Osy, у ziy, 2), y (т, 2) ya (2.1) 
siones obtenidas de la ceunción de la superficie G resolv 
a las coordenadas correspondientes. 

EJEMPLO б. Hálleseel flujo del vector r — 7i -y yj 


1 ak a través 


2 yl 
de una parte de la superficie del elipsoide zB и = 1 situada 
en el primer octante, en dirección de la normal exterior. 

4 En virtud de (6) tenemos 


DET n tæ cos a -]- y cos -+z cos y) do. 


Puesto que eu el primer octante Ja normal exterior de) elipsoide Forma 
con todos Jos ejes de coordenadas ángulos agudos, todos los tres cosenos 
directores son na negativos. Por eso 


j (r, n) = YT sie eee f z2dzdy— 


D, р, ү? 


ad. Ж ‚ларе 
= 30 33 y mae 2 


icada una de las integrales respecto a Юу, Da y Da determina el volu- 
meu de una octava parle del elipsoide). p> 

EJEMPLO Т flálleee el Пајо del vector а = z*í-- y?) + êk 
à través de toda la superficie del cuerpo zè -r y* + 5818, 0x 

[y zT. R? en dirección de la normal exterior. 

P Tenemos 


j 1а, mdg = \ { (22 cos a—y? соз В 4-22 cos y) do = 
G G 


ej tesa an fitum foto 
; 


e Gi 


8 тї cosa dg — И y? cos p do =ù. 


(Н d 
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minio D3) z* + ys 
en el anillo (dominio PR R? < 22 3 
el círculo situado en este. plano, (dommio ЭУ 22 3 y? sg I. 


z 
Y 
a 
Fig. 03 


obstante, para el segmento de la esfera cos y > 0, para el hiperboloide 
cos y << 0 y en la base inferior = = 0. Por eso 


1) (а, п) do = {| 2? соз y йт == jf (BR? -= tt 


" D3 
— yh) de dy — $ (024 — In de dy 
DH 
Para calcular las integrales pasemos a las coordenadas polares 
Sa la RYZ 
\{знз——у% = \ ар | rr dan, 
Di ò ò 
л ну 
E | E 
la? 4 y?— R?) de dy— | аф (ri П?) r dr= = > 
р; ù R 


Así pues, definitivamente hallamos: ffo. mdai RR p 


2.26. Hállese el flujo del vector @ 


à través de la superficie del cuerpo E y: 


en dirección de la normal exterior. 
2.27. Hállese el flujo del vector a — 2zi — yj a través 
de una parle de la superficie del cilindro а + y? = Л?, 
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су 0. р 20, 0 < 2 П, оп dirección de la normal exte- 
rior. 

2.28. Hállese el flujo del vector а = 221 -+ y*j + z*k 
a través de una parte de la superficie del paraboloide 


HE La) з, zz Н, en dirección de la normal inte- 
rior. 


.29. IIállese c! flujo del voctor a == z?i — y*j + 226 
a través de una parte de la esfera z? + y? + z? = А, 
т» 0, уў 0, 2 2-0, en dirección de la normal exterior, 

2.30. Hállese el flujo del vector a = zi -+ yj — 22k 
а través de toda la superficie del cubo z = +a, y = +а, 
2 = +4 en dirección do la normal exterior. 

2,31. Hállese el flujo del vector a= 2z*i -- 3y*j + z*k 
a través de toda la superficie del cuerpo VPF y << 
<V 3R£—35.-y en dirección de la normal exterior. 

2.82. Hállese el flujo del vector a = zi + yj + zk 
a través de una parte de la superficie del paraboloide z = 


= La (23 — y?), cortada por los planos z = R, 2 = 0, 


zx = 0 y oríentada según la dirección del versor К. 

2.33. Tállose el flujo del vector а = 284 +- y?j + zk 
a través de una parto de la superficie del paraboloide z — 
= ^ (д2 — 12), cortada por el cilindro 2° + y? = R? y 
orientada según la dirección del versor k. 


$3. Relaciones entre las distintas características 
de los campos escalares y vectoriales 


1. Divergencia del campo vectorial y el teorema de Gauss— 
Ostrogradski. Se llama divergencia del campo vectorial) a = a (r), 
desiunada por div a, la mitud escolar igual al límite de la razón 
entre et [lujo del campo vectorial a a través de la superficie cerrada 
Nip y la magnitud rj del volumen del cuerpo limitado por esta super 


ficie, para гр > 0, es decir, a condición de que la superficie se con- 
centre en el punto P 
TET 


divap= Im E, 
г” "Р 


La divergencia caracteriza la potencia del flujo del campo vectori 
«salientes del punto P, referida a una unidad de volumen. es d 
la potencia del manantial (para (div a)p > 0) o del sumidero (para 
(div а) < 0) que se encuentra en el punto P 

En el espacio euclídeo tridimensional la divergencia de! campo 
se expresa del modo siguiente: 


да, , да, , даг 
as tay 5 0 
TEOREMA DE GAUSS —QSTROGRADSKI, El flujo del campo vectorial 


a(r) a través de una superficie cerrada S, situada еп este campo en 


dirección de su normal ezterior, es igual а la integral triple de la diver- 
gencia de este campo vectorial sobre el recinto V, limitado por esta super- 


ficie, es decir, 
ў (a, а)йо= 89 diva do. 


EJEMPLO, Empleando el teorema de Gauss—Ostrogradski hállese 
el flujo del vector a = 23i + у + R?zk a través de toda la superficie 


del cuerpo LE (12 4 y) < 2< H en dirección de la normal exterior. 
44 Tenemos diva = 3 (22 + y?) + Л. Por eso 


$ (a, mdo= (Осечина. 
д E 


diva= 


Para calcular la integral triple pasemos a las coordenadas cilíndricas, 


La conación de la superficie tomará la forma z = ү, 


Mo шунт | ар P 
LJ 0 


н R 
пт 
x | dm СЕСЕ т) rar= 
tiva rj 
m 
2л H 
БЕ | gerer raros. » 
D 


Empleando el leorema de Gauss — Ostrogradski resuél- 
vanse los problemas siguientes: 

3.1. Demuéstrese que el flujo del radio vector r a través 
de cualquier superficie cerrada suave a trozos en dirección 
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de la normal exterior es igual al volumen triplicado del 
cuerpo, limitado por esta superficie. 

3.2. Hállese el flujo del vector a =P + yj — К 
a través do toda la superficie del cubo O  z «xz а, 0 Cy «a 
0<z<a en dirección do la normal exterior. 

3.3. Hálleso el flujo del vector e = r/r a través de toda 
la superficie de la esfera z? + y? 4 2 — Л? еп dirección 
do la normal exterior. 

3.4*. Hállese el flujo del vector a = 2zi + yj — zk di- 
rigido en el sentido negativo del eje Ox a través de la super- 
ficie de una parte del paraboloide y? + 2? = Hz que se 
corta por el plano z — R. 

3.5. Extiéndase el concepto de flujo y de divergencia 
en el caso de un campo plano (bidimensional) y formúlese 
el teorema de Gauss — Ostrogradski para este caso. 

3.6*. Utilizando la solución del problema anterior, trans- 
fórmese la cireulación del vector por un contorno cerrado L 
on un campo plano, en la integral doble sobre el área limi- 
tada por este contorno. 

3.7. Con ayuda del teorema de Gauss — Ostrogradski há- 

lese el flujo del vector a = 28у -- zy*j -i- ту а través 
de toda la superficie del cuerpo 2° + у — 22 < R*, х > 0, 
y 7» 0, z > 0 en dirección de la normal exterior. 
8. Hállese el flujo del vector а = z?yi — zy*j + 
+ (а + y?) ak a través de toda la superficie del cuerpo 
за -+ y? x OR, 0 << 2 << // en dirección de la normal exte- 
rior. 


2. Rotor del campo vectorial. Teorema de Stokes, Se llama rotor 
del campo vectorial a = a (1), designado por rot a, el vector que en 
todo punto P de la diferenciabilidad del campo se dotermina del 
modo siguiente: 

$ (a, dr) 


Ü 
p 


(proyecc, rot a)p— lim. 


ор 9р 


Aquí е es el vector unitario de la dirección arbitraria, Fp ез el contorno 
cerrado menor, que rodea el punto Р, situado en el plano perpendicu- 
lar al vector s y recorrido en el sentido positivo con respecto al vec- 
tor s; тр es el área del recinto limitado рог el contorno р: el límite 
se busca a condición de que el contorno se contrae en el punto P. 
En el espacio tridimensional rot a se expresa mediante Jas coordenadas 
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rectangulares cartesianas del vector a = ayi | nys + ak del modo 


siguiente: 
_ [д бау ү, дау 
а ( ду д: ) sl ( E 
дау да> 
+( dx dy ) 


TEOREMA DE STOKES, La circulación Je un campo vectorial diferen 
clable a por un contorno arbitrario cerrado suave a frozos L, es igual al 
flujo del vector rot a a través de la superficie G, limitada. por este contor- 
no L: 


$ (a, dr)= 10) (rot a, do) 


b G 


o en la forma coordenada 


Beet tay dyt- az dz) -}} (( E 22) cosa 


A) ene (rn 


En este caso el vector unitario n de la normal a Ja superficie С ostá 
dirigido de tal modo para que el contorno Æ se recorra en el sentido 
positivo respecto a m. : 

EJEMPLO 2. Compruchese la respuesta al problema 2.19 del capi- 
tulo presente con ayuda del teorema de Stokes. 

44 Puesto que а = zi + zj + yk, entonces rot a = i +j + k 
Tomemos como superficie G limitada por el contorno 
círculo formado como resultado de la sección do la bola a? + y 
-F s < Д? рог el plano z+ y + z:- А. El centro del círculo es 
UERR: 

posto 
normal es n = 7g (+ j +W. 


y su radio ся Ау = R Vi El vector unitario de la 


Por cuanto (rota. n)= 1/3, hallamos 


фе ШЫ (rota, ma=v5 ji d Banaig > 


Ejemplo 3. Hállese la circulación del vector e = yi— 2zj J- sk 
a lo largo de la elipse formada como resultado de la sección del hipor- 
boloide 2z? — y? + 2? = R? por el plano y = х, en el sentido positivo 
respecto al verser i. Verifíquese la respuesta con ayuda del teorema 
de Stokos. 


4 Las ecuaciones paramótricas de la efipse dada son т = R cos t, 
y = R evs t, z = R sent. Para recorrer en una dirección determinada 
hay que variar el parámetro ё desde 0 hasta 2x. Por consiguiente 


2л 
(а, а= | оде 2zdy +2 d: = mef (—sen t cos t + 
È ї 4 


+2 seu? t | eos? 0) dt — 372. 


Apliquemos el teorema de Stokes, Tenemos rot a — 2i — j — k. 
De superficie € limitada por el contorno Z nos servirá una parte del 
plano secante, situada dentro de la elipse. El vector waitario de la 


DP 
normal dirigido en sentido necesario tiene la forma n = Vi (=P. 


3 


Por eso, (rota, m — Vi y 
f feste, más M ас no. 
Ko vz e V 


Ya que la elipse tiene semiejes а = R Y/2 y ^ = R, entonces 


aT а, n)do 3a. р» 
6 


3.9*. El medio líquido gira con una velocidad angular 
de à = 0,1 оў + wk alrededor del cje que pasa por 
el origen de coordenadas. Mállese el rotor del campo de velo- 
cidades de este medio. 

3.10. Dedúzcaso la fórmula de Green (véase la respuesta 
al problema 3.6) aplicando el teorema de Stokes al campo 
vectorial bidimensional a — ayi -+ ayj. 

3.11. Empleando la fórmula de Green erciórese de que el 
Área О del dominio plano D, limitado por el contorno suave 
a trozos L, pude hallarse con ayuda de cualquiera de los 
ires integrales siguientes: 


Q-Q zdu, Q- — $ y de, OF $ edy- y dx. 
1 b 1. 


3.42. Utilizando la última fórmula del problema anterior 
hállese el área de Jas figuras, limitadas por las curvas si- 
guientes: 

a) por el hucle del folio de Decarles a3 


y? — 3axy = 0; 
2 
b) por la evoluta de la elipse a — Ecos" ty у= 


=Ë sen't (a y b son semiejes de la elipse, c— J/ a? — К) 
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3.13. Aplicando el teorema de Stokes hállese la circula- 
ción del vector a -2¿4 a?j + yk por la sección de la 
esfera 22 + y? -- 22 — R? producida por el plano x |- y 44 
— 2 = А en el sentido positivo respecto al versor k. 

3.14. Hállese la circulación del vector a -= 23 -|- E 
+ yk рог la sección del hiperboloide 21? — y? + 22 = R°? 
producida por el plano х + y = 0 cn el sentido positivo 
respecto al versor i, Vorifíqueso aplicando el teorema de 
Stokes. 

3.15. Hállese la circulación del vector а = y*i 4- ху] + 
+ (22 + y?) k a lo largo del contorno cortado еп ol primer 
octante del paraboloide z? -+ y? = Rz por los planos z = 0, 
y = 0, 2 = R, on dirección positiva respecto a la normal 
exterior del paraboloide. Verifíquese con ayuda del teorema 
de Stokes. 


3. Operador de Hamilton y su aplicación, Todas las operaciones 
del análisis vectorial pueden ser expresadas aplicando el operador 
de Hamilton, vector simbólico V (se lee: nabla), defenido por la 
igualdad 


DOREM 
ir Л зү г 


kmpleando las operaciones conocidas de 
por el escalar, de! producto escalar 


mos: 


oltiplicación del vector 
l de des vectores, halla- 


de Le) i4 (EL) y (59e Зах )в- 


dz de "i dz dy 
Po oj ok 
à 9 ò 5 
=| cy tr |=0 db 


" n m m ón 
Por analogía con la derivada en dirección de la función escalar p 
s 


ве introduce el concepto de derivada en dirección del vector unitario 
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s de la función vectorial e (ri. Precisami 


а, =(s, Тра (s, grad a)-I- (5, grad ay) | 


ite, 


дау 
às 


| kis, grad a= 


Las derivadas en dirección de cualquier vector arbitrario e (no unita- 
no) se diferencian de lus derivadas en dirección del vector unitario 
sólo en que en ellas entra el factor escalar complementario | € |: 


(c. V) u = (e, grad ul, 


(c. Vya = (с. grad a) i + (c, grad a, j + (с, grad а,) К. 
Con ayuda del operador de Hamilton es cómodo realizar las opera- 
ciones diferenciales del análisis vectorial sobre las expresiones comple- 
jas (el producto de dos y más funciones escalares, el producto de la 
función escalor por el vector, los productos escalar y vectorial de los 
vectores, etc.). Es necesario recordar sólo que es un operador de dile- 
renciación, y no olvidar la regla de diferenciación del producto, 
FJEMPLO 4. Hállose c] gradiente del producto de dos funciones 
escalares & y v 
4 Tenemos 


П n 
grad (ue) = Y (шл = V (ed | V (Qu) 
(la flecha indica la función sobre la cual actúa» el operador), Pero 
4 
V (ut) = v Vu — c grad m, 
y 
Y (шї = u Vo = u grad r 


De este molo; 


grad uv = o grad u | u grad r. > 


EJEMPLOS, Hállese el rot la, el, doude e es vector constante, 
44 Puestu que según la fórmula conocida del álgebra vectorial 


la, 1р. cl] = (а, с) b — (a, b) с. entonces, considerando la relación 
Ге. [а. ell = 0, tenemos a 

4 4 ^ 
rat la. e] = LV. la, el] = 19, la, eJ] > EF, la, ell = (F, e) a — (V, a) e. 


E " 
Pero (V, cja = (e, Vi a, lo que es la derivada del vector a on div 
ción del vector e. Luego, 


(У, à c = e (V, а = суа 
De сме modo, rot la, el = (c, Via — c diva. 


Realíceuse las siguientes operaciones diferenciales (aquí 
y más abajo. en los problemas de este pá таѓо, e es un vector 
constante, & y b son vectores variables): 
3.16. Hállense div (cu) y div (au). 
17**. Tlállense grad (a, c) y grad (a, b). 
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3.18. IIállense div la, el y iv la, bl. 
3.19%. Uállense rot (eu), ro (au) y rot la, &'. 


- Operaciones diferenciales de segundo orden, 3c puede realizar 
ids operaciones diferenciales de segundo orden: 

1) diy grad u V} u Vh = Vu (laplaciano de la fun- 
ción); 

2) rot grad ш = Iv. V] uz 

2 grad diva = V (F, a); 

4) div rota 

5) rot rot a E 
Además, se puede aplicar Ja operación Y? también a los campos vecte- 
riales, es decir, analizar la operación Vi a. 

Las operaciones segunda y cuarta llevan al cero: 


rot grad и = [V. S] u s 0, div rota = (S, [V, a) = 0. 


Esto deriva del sentido vectorial del operador V: en el primer caso 
tenemos formalmente cl producto vectorial de dos vectores colineales, 
en el segundo, el producto mixto de vectores coplanaros. 


3.20. Obténganse las expresiones para 
div grad u = V*u, 
grad div a = V (V. a), 
rot rota = IV IV, all, 
Va = Vazi + V'ayj + Va k 


a partir de las dorivadas de los campos escalar, o vectorial. 
3.21. lállese grad div e, si e xil 2 
3.22. Hállese rot rota, si а . 
3.23. Hállese V?a, зі а = (y? + 2) хі 1 (2° 1 2?) yj '\ 

+ (è -F y?) zk 
3.24. йезе div grad (uv). 

3.25. Mállese grad div (ue) y grad div (ua) (с es un vec- 
tor constante, @ es un vector variable). 
3.26. Hállese rol rot (uc). 


$ 4. Tipos especiales de campos vectoriales 


1. Campo vectorial potencial. El campo vectorial a = a (r) se 
Mama potencial si el vector del campo æ es el gradiente de una función 
escalar и == u (P): 


а (ғ) = grad и (P). a) 
La función u (P) se denomina, en este caso. potencial del campo veeto- 
rial. La condición necesaria y suficiente de potencialidad del campo 


189 


а (r) dos veces diferenciable en la región simplemente conexa, es la 
igualdad a cero del rotor de este campo: 


rota = 0. (2) 


EJEMPLO 1, Veriliquese que el rotor del campo vectorial tridi- 
mensional a = grad u, sea idénticamente igual а cero (la función 
а (P) se supone dos veces dilerenciable). 

+4 Ya quo а= grad Ln ma j 1 КГА k, entonces, toman- 
do eu consideración la igualdad de los derivadas mixtas de segun- 
do orden, obtenemos 


rot æ= rol grad u= ) 
*( C) ar) lar) 
(5). 


En el {ио 4 del párrafo anterior esta igualdad fue obtenida 
utilizando las propiodades del vector simbólico nabla. 

El compo potencial posee las siguientes propiedades. 

1. En la región donde el potencial del campo es continuo la inte- 
gral liueal del vector del campo, tomada entre dos puntos del campo, 
no depende del camino de la integración y es igual a la diferencia de 
valores del potencial del campo al final y al principio del camino de 
integración 


n a н 
| ía, dn- | (rad u, ағ) = \ du=u(8)—u(4) (8) 
А А А 


(se apia la fôrmula (grad u, dr) = du fácil de comprobar). 

2, La circulación del vector del campo a lo largo do cualquier 
contorno cerrado, situado por completo en la región de continuidad 
del campo, es igual a coro. 

3. Si el campo a es potencial, entonces el potencial del campo 
i (P) en mi punto arbitrario P puede ser calculado según la fórmu- 
а (3): 


P 
«о [e dr) ЕС, (4 
a 


además € == n GU, lo que es fácil Че obtener sustituyendo en (4) el 
punto fijo A, en vez del punto variable P. 

Para caleudar la integral (4) se puede escoger cualquier camino: 
comu camino se escoge simplemente una quebrada, cuyos lados son 
paralelos a Jos ejes de courdenadas, que une los puntos А y P. Como 
punto 4 es cómodo tomar el origen Ah coordenadas (si cste está en la 
región ile contimmidad del campo). 
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Ejemplo 2. Hálleso el potencial del campo « :: 2ayi + 
— 242) j — ike. 


émonos de que el campo es potencial 


Por consiguiente, 
rota = 0. 


Como camino de integración tomemos la quebrada QA £P, donde 
О (0, 0, 0). 4 (Х, 0. 0), R(X,Y,0, Р(Х, Y. 21 Пато 


А н 
u(X, У, 2)= а, dr) t= |а, arii ца, dr) + 
oÀnp è А 
Р 
+) (a, anc, 
B 


(a, dr) = 22у dr + (а# — 2yz dy — y? da. 
0 0xz«X, 


Puesto que en OA tenemos y = z= 0, dy = de 
entonces 
A 


| (a, ar)=0. 

0 
Análogamente en AB tenemos х= X, dr — 0, z= 0, dz — 0, 
0<y<Y, por eso 


p 
mE 


А 


En BP tenemos у= N, y = Y, dz = dy — 0.0 252, lo que 
significa 


Х? ду Х?Ү. 


a 


А 


2 
ta, dr)= -$ Yrds- 
9 


Así pues, u (X, Y, Z) = АҮ — Y!Z + €. Volviendo а las varia- 
bles z, y. т, obtenemos 
u (PY = y — atn d C» 


OBSERVACION. El método expuesto para determinar el potencial 
del campo se emplea para resolver los problemas del an: 
tico equivalentes al problema examinado, tales como la reconstrne- 
ción de una función de dos, tros y л variables a partir de sus diferencia- 
les totales, así como рага integrar las ecuaciones diferenciales en 
diferenciales totales. 
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Nállense los potenciales de los siguientes campos planos 
y tridimensionales: 
44.4 Bay — y’) ё 


" 
id " 
{2z — 5 +yz2)i + (uy yz) de. 


н (E) rtk) 
3e EA 
50) в. 


4.6**. Demué e que en el campo vectorial potencial 
siempre continuo las líneas vectoriales no pueden ser cer 
das 


Si en cl compo potencial plano existen puntos en los cuales el 
campo pierde su propiedad de continuidad (los así llamados puntos 
singulares), entonces la circulación а lo largo del contorno cerrado 
que rodea Lal punto puede ser distinta de cero. En esto caso За circula- 
ción a lo large del contorno que recorre un punto singular dado una 
vez, en sentido positivo, no Hepe de de la forma del contorno y se 
Hama constante cielica respecto al punto singular dado. 

Propiedades análogas las tienen los campos tridimensionales 
con lineas singulares a lo largo dle las cuales el campo pierde su propie- 
did. de continuidad 


і 


4,7. Cerciórese de que el campo a КЫЛГЫ 


es poten- 


cial. Determínonse su punto singular y su constante cíclica. 

4.8*. Demuéstrese la propiedad formulada más arriba de 
que la ulación a lo largo del contorno cerrado, que rodea 
el pnuto singular, no deponde de la forma del contorno. 

4.9*. Valiéndose de la fórmula (4) para determinar el 
potencial del campo, cerciórese de que el potencial del ca 
po plano, que contiene puntos singulares, es una función 
multiforme, 


2. Campo solenoid Un campo vectorial a = a (e) se Mama 
solensidal, si la livergencia de este campo es igual a cero: diva = 0. 
Para un campo tridimensional esta condición puede anotarse asi: 


divas | ЖИ (5) 
Vn tol campo. en virtud. del teorema auss —Ostrogradski, el 


flujo el vector ile! campo a trav 


de enalquier superficie cerrada es 
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igual a coro. Puede haber una sola exclusión enando en tal compo 
existen puntos singulares teu los cuales el vector del campo no está 
definido y la divergencia del campo, si se determina en este punto 
con ayuda de la Sórmuda (dt del $ 3, es distinta de cero, En este caso 
el flujo a través de la ноце sor diferente de cero, 
ero Lendrá el mismo or para todas las superficies cerradas qne ro 
dean el grupo dado de puntos singulares 

EJEMPLO 3. Demuéstrese que рага todo сатро vectorial trih- 
mensional dos veces dilerenciable a = a (25 el campo de rotores cs 
solenoidal. 

44 Tenemos 


da да x да. да, да, да. 
(t.a. z _ дау ) + („дах z ) ; o isa >) 1 
за ( ду à: }* E de ux ! ( dx dy 


Considerando la igualdad de las derivadas mixtas de segundo orden, 


obtenemos 
da, Day Y ( дах da, 
2 da dx ) 


divrota=2 ( 


ду Voz da) 
да, да. 
P. E 2 
( Әх — Oy > 


En el punto 4 del párrafo antecedente esta 
trada con ayuda del operador nabla. 


исән ha sido demo= 


4.10. Demuéstrese que en el campo solonoidal el flujo 
del vector а través do la superficie cerrada, que no contiene 
dentro puntos singulares, es igual a cero. 

Verifíquese si son solenoidales los campos siguientes: 


ААЛ. a— (zy 4 y) ¿+ (9 — ay?) j. 


4,15*. Demuéstrese que en el campo solenoidal e] finjo 
del vector dol campo a través de fa sección lransversal de 
cualquier tubo vectorial (que está determinado en el mismo 
sentido) tiene valor constante. 


3. Campo laplaciano (o armónico). El campo vectorial se Mama 
laplaciano (0 armónico) si es al mismo liempo potencial y solenoidal, 
es decir, si 


rta=0 y diva=0. (6 


ErrMPLO 4. Demuéstrese que el potencial и del campo lapla- 
ciano bidimensional o tridimensional es una [un.ión armónica de 
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cda lcd í ótu дш 
des o tres variables (e decir, nl 8—55 


-4 Vu efecto, tenemos 
de Pu 


dito Сту? 


diva. div grad u = 


para dos varial los 


varió Ls den y du 
diver ti DL, Pu 
g дїї t gye T de 


para tres variables pe 
кавмро 5, Murstrese que el potencial del campo de las Fuerzas 
de gravitación, que surme en ol e sque rodea cierta musa puntual, 
vs {и a etr (ces constanter y que el campo de las fuerzas de gravita- 
ción es laplacion 
4 Coloqueimos el origen de coordenadas en el centro de atracción. 
Entonces 


k 1 gid yi- zk hr 
а prad — 2 grad в 
он иф 


его éste ex un vector de Та fuerza de atracción. Efectivamente, está 
dirigido hacia el entro de atracción, puesto que sr es un vector 
unitario del radio vector del punto P (r) dirigido hacia el origen de 
coordenadas y зи módulo es igual a &'r?, es decir, es inversamente pro- 
poreional al cuadrado de la distancia desde el centro de atracción. 


у 5 = 0, Tenemos 


Mostremos que diy a = — 


ka 


224 y2 4a 372 
de 1: 22/3 


Anólogamonte 


k 
T 002 422—222) -| 


"plat p rt 2) e (3-4 - yt — 222) = 0. 
Así pues, el cumpo de Tas fuerzas de gravitación es laplaciano, pe 


4.16. Domuéstrese que el campo vectorial plano, de cuyo 
potencial sirve la función u = ln r (r = V a Fy), cs 


laplaciano. 
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4.17*. Para las funciones armónicas u y w en la región G 
demuéstrensc las siguientes fórmulas de Green: 


a) {0 и Z doc MET и, grad w) de 
5 12 
(la primera fórmula de Green), 


(la segunda fórmula de Green), 


A T» 
c) $ Lu) do=2 И (grad и, grad w) dv 
8 4 
(la tercera fórmula de Green). 
4.18. Verifíquese si son armónicas Јаз siguientes fun- 
ciones: 


ЧҮ aao 
у22+у 

b) u=r—2=VR+YP—a; 

с) и = Az + By + С; 

d) и = Az? + 2Bzy + Cy’; 

0) и = Aa? -- 3Ba*y + 3Cay? + Dy’; 

f) и = Az + By + Cz + D; 

g) и = аца? + aay? + lag? + 2а,„ху + 2a,yt2 + 
+ 2а3у2; 

h) и = аул? + doas" -H agaa? F Зазузл?у + Заул%а-- 
+ asse! 4- Зазззу? 4- Зал + Зал? 1 бату. 


a) u=l= 


$ 5. Aplicación de las coordenadas curvilíneas 
al análisis vectorial 


1. Coordenadas curvilíneas, Relaciones principales. En el espacio 
el sistema de coordenadas está definido, si a todo punto P están puestos 
además, a cada tres núme- 


nada. 
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2) Sistema de coordenadas cilíndrico. En este sistema por а 
se loma Ја distancia r del punto P al eje z, q = r 0 < r< оо), Ф = Ф 
es el ángulo formado por la proyección del radio vector OP sobre 4 
Plano (zs con sentido positivo del eje Oc t «zq « Ул) y уа = 2 
es zeccordeuada del punto 
Eu este caso Jas coordenadas. cilíndricas están relacionadas con 
las coordenadas rectangulares cartesianas mediante las fórmulas 


z= reos, ye rse G тсе 2 
y recíprocamente 


r= EFi, ql, 


3) Sistema esférico sie coordenadas. Aquí 4, — r os Ја longitud 
del radio vector del punto А (0 S r< оо), q = 0 єз el ángulo entre 
el sentido ролите del eje Oz y el radio vector ОР del punto 
P (Us Usa)». ча = ф es ángulo entre el sentido positivo del 
eje Or y la proyección del radio vector OP sobre el plano Ory (0 < 
< p< 210. Tienen lugar las fórmulas: 


z= rsen сов qu 
r sen @ sen р, 


z= гС05 0 
y reciprocamente 
r=V 7 FF, 


cos 0 — —_— 


z 
Vet eC 

-4 

igo zi 


La línea a lo largo de Ja cual varía sólo una coordenada % se 
Пата qulínen coordenada y el vector unitario tangente a esta lini 
y dirigido en el sentido en que егесе qy, se lama versor unitario coorde- 
nado eg, en el punto P (49, 98, af. De modo análogo se delinen qy- 
У @з- líneas v los versores unitarios ег Y lag 

Si los vectores едр egg egg, son ortogonales dos а dos en todo 
punto del espacio. entonces el correspondiente sistema de coordenadas 
curvilíueas эд, qs Se denomina ortogona?. Е 

Supongamos que P (q1, Ga, 98) es un punto arbitrario del espacio, 
Р, бө d бең, as 1з) C5 un punto situado en la grdínea del punto Р 


y 1 PP, | es la lougitud del arco PP,. Entonces ol número 


MA veces por la coordenada q. del sistema. 
&ugulo entre el radio vector OP y el plano Ozy ( 
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se el $ 2, cap. 8). 


leva el nombre de coeficiente de Lam de la coordenada yy, en ol punto P. 
De modo análogo se determinan los cocficientes de Lamé La y La 
de las coordenadas q, Y da. 

Si cl punto P (z, v, zi tiene las coordenadas curviluieas qy = 
= q la yd. ga = qa rs у, 2d, да = Ma ss 2), las diferenciales de 
los radio vectores drgy de los lineas coordenadas y las diferenciales 


de sus arcos ds, se definen con ayuda de las igualdades 


(у= 1, 2, 3), donde Zy es el coeficiente de Lamé 

El conjunto de puntos P (p, т», qa) para los euales миа de las 
coordenadas es constante, se Паша superficie coordenada 

Las diferenciales de las áreas de las superficies coordenadas se 
determinan por las Fármulos 


dag, — Lala да ds dag, — Labs liy ito 


day, == Fal д 


LE 


y la diferencial de volumen 


Че ТУТТА да dq dq 


Determínese el tipo de líneas coordenadas y las superfi- 
cies coordenadas y constrüyanse éstas en un punto arbitra- 
rio para los casos sig 

5.1. Para cl sister 
das. 

5.2. Para el sistema eilindrico de coordenadas, 

5.3, Para el sistema esférico de coordenadas, 

Caleúlense los coeficientes de Ta 

5.4. En el sistema rectangular cartesiano de coordenadas, 
. En el sistema cilíndrico de coordenadas, 

.6. En el sistema esférico de coordenadas, 

Hállense las diferenciales de los arcos delas líneas 
coordenadas, las diferenciales de las áreas de las superficies 
coordenadas y Ја diferencial de volumen 

5.7. En el sistema rectangular cartesiano de coordenadas. 

5.8, En el sistema cilíndrico de coordenadas. 

5.9 En el sistema esférico de coordeniilas 


5 
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2. Operaciones diferenciales del análisis vectorial en las coorde- 
nadas obvias. Las operaciones mencionadas se definen por las 
fórmulas siguientes: 


EM ди 10 
ido pop ret Å dq at Ty 3g, or 


i 1 ү 
divas T (a Ult i o aat) + 


a 
кэр (AAA 


idondo аз-аңе„-| а, 


ма а ys Бале 


dar Uta — ur m. ati) )) е 


! 
ta (ar н) эг Чеш!) eat 


1 Y 
руге E паг ta) "де, О) €, 


9 (lalo q 
AE Th 9q11 


E UEM uix 


Ми -Mu- 


Para las cuordenadas cilfüdricas r, y, y z hállense las 
expresiones: 

540. gu ш. 5.11. Ли. 5.12 div. a. 3.13. rota 

Para las coordenadas esféricas г, 0, q hállense las expro- 
siones: 

5.14. grad u. 5,15. Au. 5.16. div a. 5.17. rota. 


EspmeLo 1. Páscse a los coordenadas ШПНЕ en la expre- 


sir sb y ово div ey 


sión dol campo vectorial a “== 
(A yy 


rola, 
Puesto que en el case dada zi 


uj = r, cntences 
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Por las fórmulas obtenidas al resolver los problemas 3.12 y 5.13, 
hallamos: 


е 4 /0(ra,) Pa, da. » 
diva ( ör ^ 09 dz ) 
E (2e A TA _ 2 
ШЕЕСЕТ а, 
ae Ж til bu) да. да, ү 
mta (5 ар д: |°' -«( дз Or Ja! 
1 ¡diag ða 2ra 
ur ( ar Y )e- cepaps ^e e 


5.18, Dedúzcanse las fórmulas: 
" 1 9b. 
LU QE EE NE 


b) rote, = + [grad Ly, e]. 
a" 


5.19. Empleando las fórmulas deducidas al resolver el 
problema 5.18, hállense diva y rota para los vectores 
coordenados uni la: del sistema cilíndrico de coordenadas: 

a) a = e,; b) a = ep; 0) a = е,. 

5,20. Un problema, análogo al 5.19, para ol sistema 
esférico de coordenadas: 
в) a = е„ b) a = eg с) а = 
5.21. Hállenso todas las funciones armónicas del tipo: 
a) u = f ír); b) u -=f(p); о) u ~= f (2) 
Фф, 2 son coordenadas cilíndricas). 
5.22. Mállense todas las funciones armónicas del tipo: 
a) u = f (0); b) u = f (0); с) u = f (0) 
(г, Ө. q son coordenadas esféricos). 

5.23. Pásese a las coordenadas esféricas en la expresión 


2xy (225—22— y?) А 
ATA y hállense u, grad u 


Co 


(r, 


del campo escalar &— 


y Viu. 
5.24. Pásese a las coordenada 
2сиб 


cilíndr: 
{4% —y2) 


as en la expre- 


sión del campo escalar u= y hállenso m, 


Vy 


grad и y Vin. 
5.25. Pásese а las coordenadas esféricas en Ja expre- 


sión del campo vectorial а= hállense а, 


diva y roba. 
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5.26. Pásese a Jas coordenadas cilíndricas en la expresión 
del campo vectorial а = zzi + yaj— z /3* + y? k y há- 
Перве a, diva y rota. 


3. Campos escalares centrales, axiales y simétricos ai eje. El 
«маро escalar se Маша central si la función dei campo u= u (P) 
depenie sólo de la distancia entre el punto P {о} campo y cierto punto 
coustante, su centro. Si el origen de eoordenadas se coloca en el centro 
del campo. entonces la función u toma la forma 


аи (п) (Иа yis). 


Al estudiar tales iampos es razonable valerse de las coordenadas esfé- 
ricas. Las superficies de nivel de tal campo serán esferas con el centro 
en el centro del campo y por eso estos campos a menudo llevan. el 
nombre de esféricos 

El campo escalar se Nama arta? si la función del campo v (P) 
depende sólo de la distancia entre el punto del campo P y cierto eje. 
oste eje se Loma por el eje Oz y la distancia del punto P al eje se 
designa con т, entonces la función ш toma la forma 


neun su(y zt ya) 


Al investigar Cales. campos es conveniente aplicar las coordenadas 
cilíndricas. Las superfiejes de nivel de estos campos son cilitidros 
circulares, euyos ejes coinciden con el eje del campo. Estos campos 
tambi lamen cilindrico: 

Si la función v (P) del campo escalar toma los mismos valores 
en los puntos correspondientes de todos Jos semiplanos que pasan por 
la misma reota (eje del campo), este campo se lama simétrico al eje. 
Las superficies de nivel de tal campo son superficies de revolución, 
enyos ejes coinciden con el eje del campo. Si el eje del campo se toma 
por eje Oz, al investigar tales campos es conveniente aplicar las coor- 
denadas cilíndricas o esféricas. La función n = u (P) puede sor repre- 
sentada, en este caso, en ferma. de 


u= ulr 0 


{с coordenadas: esféricas), 0 
«c u(r, 2 
fon coordenadas cilindricast 
Tiállense los gradientes y Japlacianos de los campos si- 
guientes: 
5.27. u= fu). risp aya, 
ucfih т=} F+. 


u Ёк. 0) ir, 0 son coordenadas esféricas) 
u= Fir. п} (r. z son coordenadas cilíndricas). 


OBSERVACIÓN, 
y simétricos al el 
campos centrales, i 


Les gradientes de los campos centrales, axiules 
forman campos vectoriales de] mismo carácter: 
les y simétricos al eje 


RESPUESTAS 


Cr 


y+ em lo 
y de dos 
a = 0). 


ies de niv 
Las hipe: 
onales зу | 
n esferas cu 


Las hipersuperfi- 
a l rgd rg Са 
1.9. Cireun 
(para C 


y =2(0 4 С). 4.12, Rectas H 


es ху = € 
144. Parábolas 


1.13, Circunferencias 


C} por los planos 
ar Cad ck. 
144. Líhens de intorsec hiperbóliens yf = "г «= Cy 
con cilindros idóntic Cy 1.15. Uirenuferencias que sou 
Iíneos de interseceión de las esferas 23 + y? | 2 5 €} con dos planos 


сул + суй F caz 


al ya 1.16. Rectas del espacio enadridimensional perpendi- 
culares al eje Org y rectas que lo intersec; а 2 
"m 


1.17, a) Superficies cán n el origen de coordenadas 
as directrices sirven las curvas cerradas dadas; b) superficies 
les generadas por Jas cireuuferencias con centros eu la recta 
z situados en los planos y de ruyas seccetones 
as curvas cerradas dadas. 1.2 


123. 14:3. 124. cosy=—41 A. 025. 


zy. 


ün 


2i4-3j— 2k). 4.27. РЦЗ, 3, —m. 


i4 а). 126. => 
vi 

ас. к-С, 

aiite. sl { 


1.30. а) zy =C; D) { 


9 s 
24, ¿q hna. 2.2. 2ла V Za. ЭЗ. kna 
Mme 4 Кал ү, 
pu Mo 2 He (rs 
2.6. Р arc 207. ar. 28. geri 2. yy (42344) 
T тал Р? 
240, E Y t1, E 30). 2.02. Fra жиз. TE tax 


x(3y ¿In (141 2)). 2.14. xab. 2.15. à) 2,3; b 47; с) 0,7; d) 4. 
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À 2 2a 
е) 1. 2.16, 270. 2.17. 91/00. 2.48, 2a%a%». 2.10, T. 4 ze Rory, 
z3} y? + (t — :— y)? =R? 6 tay yt П (e y). Ponemos y=tz. 
.Rü40 Ruin n 
“ea Y 1 ER 


Entonces tenemos: 


TARA > 
CN 

Ишт) 
а los valores £= foo, el punto B (0, R, 0); al valor £= —1, el 
punto £ (0, 0, А). АТ recorrido en el sentido patie respecto al eje 
(02 corresponde el recorrido BCAB, es decir, la variación de t desde 
=o а través — 1 y 0 hasta oo. 


R20 В (224-1) 


Al valor 2—0 corresponde el punto А (А, 0, 0), 


R (22-4) 


Luego, de =- — Mraz dt, у= тү ау dt, A at. 
П __ А2 (44-22 4324-2094 21) , Ва 
Obtenemos zdz | rdy ` y dz A SE T =p w 
1 
too ¿00 a(1+5) 
E "T dt 76 2 AN 
Че donde Y te, ani | vU f 3. iy 
Aat (3 


› 2.20. 2x0. 221. (2 i-i) a, 


2 y 
222, 25, 2:23, —4л. 2:24, TE. 2.25, 118, 220. "ч-т. зар, IE, 
UI am Р " Ре RH е 
2.28. m: m 2.29, e: m 2,30. 0. 2.31. 104. 2.32, — К^ 2.33. 0. 


3.2. а“, 3.3. Аа. 3.4. — R3, © Ciérrose la superficie, aña- 
diendo la hase del segmento parabólico y caleñlese la parte del 
flujo que le corresponde. 3.5. Si a=axi | ayj entonces, el flujo 


del vector a a través del arco AB se determina por la fórmula 
(о, nds | aydr—0y dy. El teorema de Gauss— Ostrogradski 
AR 


para el campa plane су ta mds 


$ ax dy—a, di 
т D 


би б-да... ds c TT 
Lp) tag. 38. ach a - 
ZI gih) dd 38 $ ax ds | ay dy jw T 
d ї C) 
дау — А А 
—-у) (оста de Green). © Pongase en la fórmula ante- 
» ‚ 
тог (problema SM wy сау, yc ау. 3.7. LE. 3,8, ан. Я 


3.9. rol e—=2w. ф La velocidad v del punto Р (г) que gira con una 
velocidad angular œ alrededor del оја que pasa por el origen de 
voordenadas, vs igual a Jo, rJ. 3-12. а) a. e Dáseso a la forma 
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paramétrica poniendo у= tz; al buelo corresponde la variación de t 
О 
desde O hasta toc. b} E am. 


3 4 
3 3 4 
ES 5 


345, Я? 3.16. div (eu) — (0, grad u) divía, u)=n diva- (a, grad u). 


3.17. grad (а, c)=[c, rota)+(c, V)a, grad (a, b)=[b, rota]4- 
+[a, rot b]-|-(b, V) а-- (a, V) b. p Previamente hállese [e, rot a]. 
Tenemos [e, rot a] —[e, [V, a]]=(a, €) V—(c, V) a — V (а, с) —(e, Vja. 


Do aquí, V (a, с) —[e, rot a] - (c, V) a; luego, grad (a, 5) — V (a, b)+ 
+V(b, a) y empleemos el resultado anterior, We 3.18. div[a, с] = 
=(c, rota), div|a, b]—(b, rota)—(a, rot b), 3.19. го! (eu) 


==[grad и, c], rot (au) == и rot 4-|grad v, a), rot[a, b] (b, V)a— 
= V) 94 ао керке € Visse la solución del АНА 5. 


= Pu, du, du n 
3.20. div grad а= d a grad diva—V (V, a)= 
9(diva) ., o(diva) ., ó(diva) T 
mM d y j+ dz К. “rotrota=[V[V, aļ]= 


=V (у, a)— Va = grad div a— V?a, Va = Vazi + Vay jd- Vat. 
321. 6r=6 (rit-yj+zk). 3.22. 0. 3.28. 4r=4 (214 yj- ak), 
3.24. u div grad v+ 2 (grad u, grad v)-+v div grad u. 3.25. grad div (ue) 

(с, V) grad u, grad div (ua) = и grad div a+ div a grad u+ |grad u, 
rot сыа и, V)a4- (a, V) grad u. 3.26. rotrot (uc) — (e, V) grad u-- 
—еў?и, 


ád. Py] С. 42,  2|4^60s9z3oniy- ENG COS; | С. 


yz , а: 


en los ejes de coordenadas. 4.5. arb E 1-С. e Verse la 


indicación al problema anterior. 

4.6. 4 51 оп todo punto del campo palencia] continue pndiesen. existir 
líneas vectoriales cerradas, entonces la circulación a lo largo de tal 
linea no pedría ser igual a cero, ya que el producto (a, dr) a lo largo 


de toda la línea conservaría un siguo coustante y por eso 


Æ 0. P 4.7. El punto singular es O (0, 0), la constante cic 
а 2x 


(а, dr) = 


Р ica es igual 
© Tómonse dos contornos arbitrarios cerrados que corcan 
el punto singular dado: AMA y BNB. Unanso los puntos M y N 
mediante el segmento de una recta y aplíquese al contorno compuesto 
AMNBNMA la fórmula de Green. 4.9. € Al determinar el poten 
utilícenso los contornos que recorren los puntos singulares va 
veces y en distintas direcciones. 4.15. © Aplíqueso el teorema d 

Gauss—Ostrogradski y téngase en consileración que en la superficie 
lateral del tubo (a. nj = 0. 4.17, € Aplíquese el teorema de Gauss— 
Ostrogradski y cousidérese que para Ins funciones armónicas Vin — 0 
4.18. a) No; b) no; c) si; dy sólo para A + € 0; c) slo si A -- C 

=B4D=0; D sí; g sólo cuendo au + 073 + 235 = 0; Ш $ 
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n Г a КИ 
МЇ an i mas ааа T пы: Aege H dags = 


szaja + dua 5 был = 0. 5.0. Lineas a 


—— —— A 


A d y” 0 Ш 
5.2. lincas ri фе qq. 2 
(los rayos que parten de 
los planos horizontal 
con centros en el eje 
nos 2 == 24): lineas 
З. Líneas r: Y 


m 
lineas y: 


puntos del eje Oz y que se encuentran en 
lineas q: r= ro, z — zo (las circunferencias 
radio r, las cuales se encuentran en los pla- 
Ф -= qe (las rectas paralelas al eje Oz). 
o (los rayos que parten del origen de 
ordenadas), líneas 0: r= ro q — фу (las semicireunferencias de 
radio ry y con. centro en el origen de coordenadas, las cuales se encuen- 
tran en Los semiplanos q = фо que pasan por el eje Oz, es decir, meri- 
dianos). Líneas q^ r == ry. 0 — 0, (as cireunferencias de radio ry sen Oy 
y con centro en el eje Oz, las cuales se encuentran en los planos hori- 
zontalos, es decir, las paralelas). 5,4, /. = 1. 5,5. 
- E¿=4. рғ 58 Lr i, Lo 
r dy dz, 
5.К. ds, = гаф. de; da, == т dq dz. 
doy © drds, Ча, ^ rdrdqi (dq dz. 5.9. dep — dr, dep .— 
=> rd0. dsp == rsen 0 dq; da, rè зеп O ¿0 dq. dan = r sen O dr dq, 
des — rdrd0; dr — г? sen 0 dr dO dq. 


"t dx. dh —— 
de = de dy dz 


du 1 ди du 1 (2) ШЕЛ 
EMO e А Же Ье. а. EN A a А + 
esp NU ы i a E 


N „ A[8(ra) даф даг З 1 да, 
m za), A ar E) sas {Л Бы 


ôr ap 5! T 
„дар , (да. da, 1 (Olrag) да. у 
«==: e +( mc m )e-7( W^ аф )e- 5.44. Fet 
1 ðu 4 аи 1 " Du 
== tel EN s a ё 
rd 4e 9555 тз (ser 0 (r er ) i 


д L2 1 а? ё 1 д 
i sp (snm) | i). 546. [sono adt 


zy a0) sen 04 
ir meos y 1 (ә "ET 
iri 0 sen prx: ) 547. rana (ag Ceen 0 E Mas 
1 788. 9 OO да, 
T ws de or trag) eo + — (¿pue E үр 


A е, 
rolep=0; b) dive,—0, гобе,— 


2 
Е 


549. а) dive, 


€) divez’ 0, rotez;. à 5.20, а) dive, =, rote, -=0 b) diveg— 


cigÜü 1 
E er eo. 


ctg 0 Ly " 
n. өөө ——{ 0) diveg=0, role, 
> == ) v ч 


r 
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5.24. а) u= Ci lar | Cs b) и=С,ф-Е Cy c) u- Сүз C, 5.22. ау и 


=4 Més Diada PA e m Pus 898. жы 


— risen 24 сов 20, rad n--2r È sen 24 cos 20e, -= sen 24 seu 20eg | 
\ 
сов 2р соз 20 
sen @ 
+reos zp, grad u= (z son 29 1-соз 24) e-+ 2 (2 cos 


Št. 525. а=зенбе, 
D 


%) ‚ Vžu —2 sen 2ф (1—2ctg20). 5.24. ш == газеп 24- 


—sen 29) е, | 


+r son 2pe,, Vin ч. YO, rota 


=Å (2.005 0e, — sen 006), 5,26. a=r2(0,—0,), div ас 220 rotas 


ds 

(+9 ер. 5.37. grad uet (9er i o) T. viu ji ©). 

528. grad u— f Qe, — 0d, Viu 10) US, 5.29. grad u= 

BF AE, AA 4 р gð оғ 

= гете “иа огт uw 
РА _@ A DF, дір 


p 
5.30, grad u— BE, er — ez, Vin” 


or з Әт rar Од 


CAPÍTULO 11 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES 
DE LA TEORIA DE LAS 
FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA 


$ 1. Funciones elementales 


1. Concepto de función de variable compleja. El conjunto de 
puntos E del plano complejo extendido se lama conexo, si cualesquiera 
dos puntos suyos pueden unirse por una curva continua, todos los 
puntos de la cual pertenecen al conjunto dado. El conjunto abierto 
conexo de los puntos del plano complejo se llama región y se designa 
mediante D, G, сіс, La región D se llama simplemente conexa, si su 
frontera es w conjunto conexo; en el caso contrario la región D lleva 
el nombre de región múltiplemente coneza. Por ejemplo, el círculo 
{2 — ш, |< ft es una región simplemente conexa y cl anillo 0 < 
re |z — z| «f. una región mültiplemente (doblemente) co- 
ха 

Si a todo número complejo z = x -- ty perteneciente а la región D, 
según cierta regla, está puesto en correspondencia uno o varios números 
complejos w = u + iv, entonces se dice que en el conjunto D está 
definida la función y se escribe simbólicamento: 


w = } (2) = u + iv = u (z, y) + iv (z, y), 


donde 
и (2, у) = Ref (2), v (z, у) = Im f (2). 


Lno de lus procedimientos más empleados para delinir ła fun- 

ción, la definición con ayuda de fórmulas, puede llevar tanto a las 
funciones uniformes como a lus multiformes. Así pues, la función 
w = 23 es uniforme en el plano complejo extendido, ya que а todo z le 
corresponde un valor de w = 22 y la función w = Y z, en virtud de la 
definición de la raiz del número complejo, es biforme en todos los 
Juntos, excepto los puntos z = 0 y z = оо en los cuales es uniforme; 
tales puntos suelen llamarse puntos de ramificación. Ta función w = 
Arg с cs también multiforme y está definida en todo punto, excepto 
0 y z= оо. 
La función umilorme f (2) definida geométricamente сп D puede 
considerarse como aplicación de la región D del plano (z) sobre cierto 
conjunto G del plano (а), que es colección de los valores de f (2) corres- 
pondientes a tado z € 27 

EJEMPLOS Investizvese la aplicación que realiza la función lineal 
w= az 4 b. 
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«Se puede considerar esta aplicación coma composición. de 
tres aplicaciones elementales. Efect ie, pensamos 


чү [а [ 2, 
wg — elargue,, 
кз = шз 4 0. 


No es difícil ver que w = юз» we ш. Del seutido veomótrico del 
producto y de la suma de los números complejos esto cluro que lu 
aplicación wy es la aplicación de alargamiento (restricción para 0 «z 
« pa | «x 4). Ja aplicación шу representa e! giro de todo el plano (wi) 
respecto al origen. en un ángulo arg а y. por fun. la aplicación 
ws es una traslación paralela del plano m subre el vector que representa 
el número complejo b. We 

La función w = f (c) se llama unifoliada en lo región D, si а los 
distintos cualesquiera valores arbitrarios д, 2 za tomulos de la re- 
gión D, les corresponden distintos valores de la unción / (2) s& f (22) 

EJEMPLO. Тае la región de la función unitoliada w = 2%. 

Scan 2, = gei: уг, == Queis. Detorminese la condición con 
la cual , aunque 71 Æ 23. Tenemos pdei*ui— реа, De aquí 
sacamos la conclusión de que p, = ps y 242 = Lp, -|- 2kn (k = 0,1), 
Ya que д 52 2,, entonces фо = ру PS De esto inodo la región de la 
Función unifoliada w= z? no dehe contener deniro punfus, cuyos 
módulos coinciden y los argumentos difieren en. zt; decir, la región 
de función unifoliadta es cualquier semiplano, por ejemplo Re 2 > 0 
vJmz2>0 р 


Doscríbanse las regiones definidas por las siguientes 
relaciones y delermínese si son uniformes” 


1.4. |z- zy] « 7. 1.2. 1« |z— i| «: 2. 
1.3, 2 |2— (|< оо. 1.4, 0< Во (212) <1. 
1.5. [2—20 >R. 1.6. 0< |z-- 1| «2. 
1.7. Tr (iz) 1. 1.8. Re. 


Determínense en el plano complejo los conjuntos de 
puntos que satisfacen las relaciones indicadas: 


19. Ша 201.0, 440. [z— e [zt d 


3—1 — 


=0, 1.12. |z—5| -- |2 1 5] < 6. 


t 
$ ar = ЭЩ iz 
148. arg 20. 1.14%. arg 
Aplicando las desigualdades anótense los conjuntos abier- 
tos siguientes del plano complejo: 
1.15. Del primer cuadrante. 
1.16. Del semiplano izquierdo. 
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1.17. De la franja compuesta de los puntos que se en- 
cuentran del eje imaginario a una distancia menor que tres. 

1.18. Del interior de la elipse con focos en los puntos 
14243 p ¿y ol semieje mayor igual a tres. 

1.19. Del interior del ángulo con vértice en el punto zo 
de la abertura n/4, que es simétrico respecto al rayo paralelo 
al semieje imaginario positivo. 

llálese Avg (2) si 2 = reis: 


1.20. f(z)- 1.24. f (z) 
1.22. f(z)  V/ zF. 1.23. f (a) 
1.24. [}—]°2—4. 125. f()— V - 


z—8. 


Hállense las regiones de función unifoliada de Jas fun- 
ciones siguientes: 


1.26. f(z)--z", пЄМ. 4.27. f(z)—e. 


1.28. 1 (2) 1.29%, f()- 24 l-. 
1.30. Para las aplicaciones dadas por Jas funciones: 
а) w=z?, b)** = 1. 

hállense las imágenes de las líneas 2 = С. |z | -- R, arg z = 


= а y la imagen de la región |z | < r, Im z 2 0. 


2, Límile y continuidad de una función de variubie compleja. 
Funciones elementales. El número A = co se llama límite de la fun- 
ción f (2) para z — zę y se denota por А = lím f (2). si para cual- 


zen 
quier e 2> 0 existe б = б (e) > 0, tal, que para todo 2% zp jue 
satisface lo desigualdad |z — zo| « б se cumple la desigualdad 


If(0—AI«e 
Decimos que lim f(2) == œ, si para cualquier R >O existo б = 


= 8 Q0 > 01a 
lu desigualdad 


P 
+ que para todo 2 3 za tul que] 3 - za | < 3 че cumple 


| (д>. 


Hay que tener en спепіа que para la función dada 
del límite por cualquier camí 
existencia del limite f (2) 


f (2), la existencia 
fijo (z — za) no garantiza todavía la 


EJEMPLO 3, Soa == (4-2). Muósiresu quo ol 


lim f (2) no existe. 
2>0 
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44 Para el límite enando r — 0 por cualquier rayo re/ tenemos 


lim тЇ perit à 
lia (кеше aea 


es decir. estos límites son distintos para distintos direcciones, ellos 
completan el segmento |—1. 1] y, por consieniente, 


no existe. фә 
La función / (2) se lama continua en el punts zy si está delinida 
en este punto y tim ¿(21 = f (25). 


La función 
en esta regi 

La fun f (2) se Пата uniformemente continua en da región D, 
si para todo e > 0 existe ó — ô (e) > 0 tal, que para cualesquiera pun- 
tos z, y 2, de la región D. tales que | 2, = 2, | < 6, se cwnple la dosi- 
qnaldad i 1) — f (5)! «e. 

Citemos algunas funciones elementales de variable compleja: 

a) Función lineal 

w=az-+b, a bET, а 0. 
b) Función potencial 


e=2P n=€ de 


тегу " 
entinua en todo punto de la región D sc Hama continua 


€) Raíz de indice entero п 
w=}. 
d) Función linca) fraccional 


az+b 
apd’ 


a,b, e dEC, c0, ad — he j0. 


е) 


Función racional general 


аш" paz Бап 
ата. F bm 


sm "EH, 


D) Fonción de Zhukovski 


g) Punción exponencial 
ез = ely = 8 (сов y + ¿sen y). 


14—0801 209 


h) Funciones trigonométricas 


есіл ela ente 
en z— 05 2= 
^ m» * 2 
senz 32 
giani, qug. Ez 
e? CE z 


i) Funciones hiperbólicas 


- tpe 

sim M, auf, 
sh ET 
hmi, anim 


3) Función logarítmica 
Lnz-]ln|z|- i (arg s+ 2kn). 


La expresión 1а [21-6 Pargz se Пата valor principal de la 
función logarítmica y se designa por 10 z. De este modo, 


Ln z = In z + 2kni. 


k) Funciones trigonométricas inversas Aresen 2, Arccos z, Arctg z 
y funciones hiperbólicas inversas Arsh z, Arch z, Arth z (véanse el 
tenplo 6 y los problemas 1.42—1.46). 

uns aplicaciones realizadas por algunas funciones elementales 
y las propiedades de estas funciones serán estudiadas más adelante 
(en el $ 3); aquí nos limitamos sólo a calcular los valores concretos 


do estas funciones. 
EJEMPLO 4. Caleülese sen t 
44 Tenemos: 
eli — eit 
2i BEES! 
EJEMPLO 5. Calcúlese ch (2 — 3i). 
«4 Tenemos 


зе! eel 


2 


=ish í. p 


sen i= 


а-а p gtest 
ch pay A 


-l (e? (cos 3— i sen 3) + e7? (cos 3-I- i sen 3)) = 
=cos 3ch 2— i sen 3sh 2. р 
EJEMPLOS. Hállese la expresión analítica рага la función Arccos z 
cualquiera que sea el complejo z. Culcúlese Árceos 2. 
+4 Ya que la igualdad w = Arecos z es equivalente a la igualdad 


-i 
sai Uia; podemos eii que LET, De aquí hallamos 


etw — дію + 1 = 0. 
Resolviendo esta ecuación cuadrática respecto а e!" obtenemos 
dwo=2+yF—=1 
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faquí se consideran ambos valores de la raíz). A partir de esta igualdad 
hallamos 


ш = ыз (:+ г — 1). 


es decir, 


w = Arenes 2 = —i Ln (2 4- VF 


De aqui obtenemos Е " 
Arccos 2 = —i Ln (2 + y D  —iln (2 513) + 2e.» 


1.31. Valiéndose de los símbolos lógicos  escríbase la 
definición mencionada más arriba de la continuidad de la 
función en la región. 

1.32, Utilizando la definición dada anteriormente de la 
función e*, demuéstrese que e* tiene un período puramente 
imaginario 2ni, es decir, P = c, 

Demuéstrense las identidades: 


1.33. sen iz = і һ 2. 1.34. cos iz == ch z. 
1.35. tg iz = i th z. 


Calcúlense los valores de las funciones eu los puntos 
indicados: 


1.36. cos (1 -- i). 1.37. ch ё. 
1.38. sh (—2 + i. 1.39. Ln (—1). 


i—i 
1.40. In i. 1.41. Ln vi 


Obténganse las expresiones analiticas para las funciones 
dadas más abajo y para cada una de ellas hállese el valor en 
el punto correspondiente Z, (véase el ejemplo 6): 

1.42. w == Aresen 2, z, = i. 

1.43. w = Aretg 2, Za = 1/3, 

1.44. w = Arsh 2, zp 

1.45. w = Arch 2, z, = — 

1.46. w = Arth 2, 20 = 1— 


Anteriormente la función potencial fue definida para n €N. 
Con ayuda de la función logarítmica se puede introducir también la 
función potencial general. Precisamente, si u y v son dos números 
complejos, и 5 0, entonces ponemos 

ио = Lau, 
con la partienlaridad de que para precisar consideraremos, que Ln и = 
=1nu para u > 0 reales. 
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Hálleuse todos los valores de las potencias: 
ый. 27 1.48. (1% 1.49. (1 - D 


1.50. (—1)* £ 4.51. (3 — 4), 1.52, (—3 -1 4) 
¿Quí 


determinación complementaria de las funciones 
dadas en el punto 2 = 0 hay que hacer, para que scan conti- 
nuas en este punto? 


1.53. f (2) —- E . LM. 1o 248. 


1.55. Га) etel 1,56. f (z) = zilzal 


1.57. Demnéstrese que la función f (2) — 2712 es con- 
tinua en el semicírculo 0 < |z | x 1, | argz | < 2/2, pero 
no es uniformemente continua en este semicírculo y, en 
todo sector 0 2 |z | G1, [| argz | о « л/2, es unifor- 
memente continua. 


$2. Funciones analíticas. 
Condición de Cauchy — Riemann 


, A, Derivada, Анан! 
existe el limite 


cidad de la función. Si en el puuto z € D 


lim 1240—70) 


lim + ,24+A2€D, 
Ec As 


entonces éste о Пата derivada de la función / (2) en el punto z y se 


dl (a) 


designa mediante /' (zi o 


Si en el punte z € D la función f (z) tiene la derivada /' (2). se 
dice que lu función f (2) es diferenciable en el punto z. 

La función / (2 diferenciable en todo puuto de la región D y que 
tiene en esta región la derivada continua f^ (2) se Hama analítica en la 
región D. Diremos también que f (2) ез analítica en el punto zo € D, 
si f (д) es analitica en cierto entorno del punto zy. 

La condición de continuidad de la derivada /^ (2) que figura en Ja 
definición de la analitieidad de la función / (2 = u (x, y) + te € 
puede ser sustitunda por una condición más débil de diferencial 
en endo punto iz. у} € D de las funciones и (z, y) y vdr, y). 

Para que la función f (2) = u (+. 1) + te (e, y) sea analítica en la 
región /) es necesario y suficiente que existan cu esta región las deri- 
vadas parciales contimias de las [unciones и (1, u) y e (т, y), que satis- 
facen las condiciones de Cauchy—Riemann 


даб, уу dota 0) . Mm 
dx ду 
Suc.wy жоп 
B 7 e 3 
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9, en coordenadas polares, 


ди (r cos ф, rsenq) — 1 dvireosq, rsen) 


ór г дф ^ e 
8v(reosq, rseng) — 1 gu(rousq, r seng) Е 
дг nim aq а 


Si se eumple la condi. 
anotada respectivamente: 


ón (1) o (2 la derivada / (21 puedo ser 


, Qu a w ди Ou ди т д, 
Dz 1 cont dy o 9у ду Hr Y 

0 bien 
"ШКУ: ТҮС. d ди > 
re (453) coe Ux): e 


Las fórmulas de diferenc: de Tas funciones de variable 
compleja, son análogas a las fórmulas correspondientes de diferencia- 
ción de las funciones de variable real. 

EJEMPLO 1. Demuéstrese que la función. 7 (е) - z es analitica 
y hállese j' (2). 

44 Tenemos 


e?z == e (cos 2 +1 son 24), 
es decir, 


u(x, g) = e** cos 2y, viz, y) = ебх sen 2y. 


Por eso 
> ди А i 
Rets cosan gy 572A sen 2o, 
di 
е2 son 2y, A 2х cos Au, 
du 


se cumplen en todo el pla 
In primera de las fórmulas (3) 

Зей соз 2y + 1002х sen 2y = 269 (cos 2y - (sen 2y) - 22 p 
EJEMPLO 2. Muéstrese que la función w — z^ vs analities en todo 
el plano complejo (excepto z = ос). 


En electo, tenemos z= rei y 
ш == A nds e Lats, 
además 
9ё e ds Was 
"p 3r? cos Зр, ET =3r? seu Зр, 
ди üi " 4 
Г sen 3y, 3r? cos Зр 
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es decir, para cualquier z == re!9 finito se enmplen las condiciones (2). 
Aplicande la primera de las fórmulas (4) tenemos 


0) = 77 (81 соз 3p- 13r? sen 30) = 322. p 


EJEMPLO 3. Muéstrese que la función logarítmica w = Ln z 
ез analítica en todos Jos puntos finitos excepto z = 0, además 


my =>. 
4 Puesto que 


Газ = Ла 4 ilp zen 


tenemos: 
du i. do, Pu am y 
ór r' др "99 Or ^ 
es decir, están cumplidas las condiciones (2), y a partir de la primera 
de las fórmulas (41 hallamos 
ve h 
(nier. 


Las funciones analíticas se emplean en la descripción de distintos 
procesos. 

EJEMPLO 4, Analicemos el flujo plano, no v. тока, deun líquido 
incompresibl eal. Sean e, (x, y) y v, (т. y) dos componentes del 
vector de velaculad » del flujo a Jo largo de los ejes x e y, y sea 


t (e 


Ye (к, y) — dy (a, y) 


la velocidad compleja dei flujo. Muéstrese que v (2) es una función 
analítica 


< la incompresibilidad del líquido se deduce que la diver- 
gencia del vector de la velocidad es idénticamente igual a cero, es 
ecir, 
Qv, , Vy 
ғ tay e 
Luego, el flujo no es vortiginoso cuando y sólo cuando el rotor de su 
vector de la velocidad es igual a cero, es decir, 


LM ЖИ 
y — Oy — 


0. (7) 


Pere las igualdades (6) y (7) son las condiciones de Cauchy- Riemann 
para la función (5), es decir, la velocidad compleja v (2) es una función 
analítica de variable compieja z = x + iy. 


Aclárese en qué puntos son diferenciables las funciones: 
24. w — 2. 2.2*5. w — Rez. 23. ш —z Im z. 
2.4. w ~ s Moz. 2.5**. wo ||. 2.6. w= | 24 jt. 


2.7. Snponiendo que estén cumplidas las condiciones de 
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Cauchy — Riemann (1) en Jas coordenadas reclaugulares 
cartesianas, demuéstrese la validez de las condiciones do 
Cauchy — Riemana (2) en las coordenadas polares y la 
justeza de las fórmulas (4) para calcular la"derivada en las 
coordenadas polares. 

Verifíquese si se cumplen las condiciones de Cauchy — 
Riemann (4) o (2) y si se cumplen hállese ў (2): 


2.8. f (2) = е*'. 2.9, f (2) = sh z. 
2.10. f(z) = 2", n EN. 2441. f (2) = cos z. 
2,12. f (2) = In (23). 2.13. f (2) = зеп. 


2.14*. Sea f(z) la función analítica en la región D. 


Demuéstrese que si una de las funciones 


u( у) = Ref (e) v( y) = Im f (9. 
е1 0 y) = aret i) 


conserva un valor constante en esta rogión, entonces tam- 
bién f (z) = const en D. 


2. Propiedades de las funciones analíticas. Una surie de propieda- 
des, características para las funciones diferenciables de variable 
real, siguen siendo válidas para las funciones analíticas, 


2.15. Demuéstrese quo si f (2) y g (z) son funciones analí- 
ticas en la región D, entonces las funciones / (2) = g (2), 
7 (2)-8 (2) son también analíticas on la región D y el co- 
ciente f (z)/g (z) es una función analítica en todos los puntos 
de la región D, en los cuales g (2) = 0. En este caso Lienen 
lugar las fórmulas 


( (0) ga = (0) + g (3), 
(б) «6 =r ee) - fie (2), 
(ig.y- jGOsQ-ioso 
40] (0) 


2.16. Sea ў (2) una función analítica en la región D con 
el campo de valores G —Íf (2) |: € D}, y sea analítica la 
función Фф (w) en la región 6. Demuéstrese que F (z)— 
= Ф (f (z)) es una función analítica en la región D. 
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Empleando las afirmaciones del problema 2.15 hállense 
'as regiones de analilicidad de las funciones y sus derivadas: 


2.17. f(z) —tgz. 2.48. f (z) — z-e7. 

249. f 3552. 229. [ (3) = 54. 
221. f(z) = Iran 232. f() =. 

2,23. [(z) —cth z. 2.24. fO 


2.25. Demuéstrese que las parles real e imaginaria de 
la función f tz) = u (x, y) |: iv (2, y) analítica en la región 
D son funciones armónicas en esta región, es decir, sus lapla- 
cianos son iguales a cero: 


uo, de 2 Ds 
= =0 == e — = 
ero ТЫ o А TS 9: 


2.26. Obléngase la expresión del laplaciano Au en las 
coordenadas polares (u = u (r. q)). 


Señalemos que dada la parte real v imaginaria la lunción anali- 
tica он Ta región D se determina con una exactitud de hasta la constan- 
te arbitraria (compleja. Por ejemplo, si » (2, н) vs la parte real de la 
función f (2) analítica en la región D. entonces 


fx, y 


vr, 1m (3) | =, de + ng dy 


(хо, vo) 


donde (zy, yo! es un punto fijo en la región D y el camino de integra- 
ción también se encuentra en la región D. 
EJEMPLO 5. Compruébese que la función н = г — 
+ y 2 esla parte real de cierta función analitica f (2) y 
«Ya que 


— 5s + 
ose f (2). 


Pu Pu 3 
о tr 


en todo el plano, entonces u (т, y) es una función armónica y еп este 
caso 


ix, y) 
uam | nar 
vm) 
E " 
Qu p (27—5) dy — (299-1) £z— zy) |- 
5 da 
+ (le Bin uq) = Bey — x — 5y + Әрә + za — 2луно, 
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es decir, 


шат, p = му — бу} С 


ео idu O 


m- rd 


¿(AN 


Zia — y — 5 (a+ Фу) d (хі 4] 
жой 5-и 25 i 


EJEMPLO 6. Mi 


Lrese que la función del upo 
и (л an 


ai tyh) + lrt су, 20, 


mo es parte real (o im. 
44 Eleclivamenle. esto se del 


а 
С Әд. уы 


a 


inguna función analítica. 
ve de las relaciones 


Compruébese sí son armónicas en las regiones indicadas, 
las funciones dadas más abajo y hállese, cuando es posible, 
la función analítica según los datos de su parte roal o ima- 
ginaria: 


2.27. u (x, y) =- 23 — Say, 0< |z | — оо. 
2.28. v (x, y) — 2e* sen у, O< |z |< oo. 
2.29. u (х, y) = 2zy + 3, 0< |z | « оо. 


2.30. v (z, y) = urctg ? , б< lx | оо. 


2.31. u (z, D=- h 0< |z| « oo. 


2.82. u (x. y) = zàÀ C у? + ху, Os |z| 
2.93. v (x, y) ` ay, Os |z |< oo. 


$3. Aplicaciones conformes 


1. Sentido geométrico del módulo y de! argumento de la d 

f (2) la función analítica en e) punto za Y € (zp) = 0 

1/7 (20) | es igual geométricameute al coeficiente de alargamiento 
en el punto zp para la aplicación w = f i3) й precisamente, para 
k > 1 tiene lugar el alargamiento y para k < a contracción. Jel 
argumento de la derivada q — arg f’ (za) es geométricamente al 
ángulo, en el que hay que girar la tangente en el punto zg a cualquier 
curva suave Z, que pasa por el punto ду para ubiener la tangente en cl 
punto ze = f (20) a la imagen Z’ de esta curva, cuando la aplicación 
w = f (2). En este caso. si ф > 0, el giro se realiza en sentido antihora- 
rio y si Q «— 0, en sentido horario 

De este modo, el sentido geométrico del modulo y del argumento 
de la derivada consiste en que, si la aplicación la realiza la сіб 
analítica que satisface la condición /' (za) Æ 0. k P (z0 1, eter 
mina el coeficiente de transformación de semejanza del elemento 


1 
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lineal infinitesimal en el punto z y q = arg f’ (za) es el ángulo de 
giro de este clemento. 

EJEMPLO 1. Hállense el coeficiente de alargamiento Ё y el ángulo 
de giro q en el punto zọ = 1 — i para Ja aplicación w = 22 — 2. 

44 Puesto que w = 2: — 1 y w [1-3 == 1 — 2i, entonces 


k=11-2]| = V5 
Ф = arg (1 — 20 = — arctg 2.» 


llállense el coeficiento de alargamiento k y el ángulo 
do giro para las aplicaciones dadas w — f (z) en los puntos 


indicados: 
384. w =z, z —y20-4i. 3.2. w= 23, z = i 
3.3. ш < 23, 20 = 1 4- i. 3.4. w = 2, z, = 1. 


3.5. ш = sen 2, b 3,6. w = ie”, z,—2xi. 


Determínese qué parte del plano complejo se alarga y qué 
parte se contrae para las aplicaciones siguientes, 


3.7. w = 14. 3.8. ш= е1, 
3.9. w — In (2 -+ 1). 3.10. ш = 22 + 22. 
Hállense los conjuntos de todos los puntos z,, on los 


cuales para las aplicaciones siguientes el cooficiente de 
alargamiento es А - 4: 


З.И. 0 —(z—1). 3,12. = 22 — іс. 


- 814. w=-—2, 


Hálleuse los conjuntos do todos los puntos z,, en los 
cuales para las aplicaciones siguientes el ángulo de giro 
es y =0: 


3.15. w-.-L. 346%. ш= 2 
3.17. w=2* iz. 3.18. ш= 22—22. 


2. Aplicaciones conformes. Funciones lineal y lineal fraceional. 
La aplicación biuvívoca de la región D del plano (2) sobre la región G 
del plano (us) se llama conforme, si en todo punto de la región D posce 
propiedades de conservación de los ángulos y de constancia de alarga- 
mientos. 

Criterio del carácter conforme de la aplicación. Para que la aplica- 
ción de la región D dada por la función w = f (2) sea conforme, es nece- 
sario y suficiente que f (2) sva una función unijoliada y analítica en la 
región D, además f' (0 5 0 en todos los puntos de D. 
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En adelante la imagen de la región D que se aplica por la 
función w — f (z) se designa por E o por f (D. 

EjEMPLO 2. Muéstrese que la aplicación realizada por la función 
w = 13 es conforme en la región 


р= 101212, оса 25). 


A Es necesario comprobar si la función dada es analítica y uni- 
foliada en D y si f (2 € 0 en todos los puntos de 2. La analiticidad 
de la función w = z fue mostrada más arriba (véase el ejemplo 2 del 
$2), la relación ш” == 322 Æ 0 para todo 3 € 7) es evidente. El carácter 
unifoliado se deduce de que la región D está dispuesta cn el ángulo con 


vértice en el origen de coordenadas y de magnitud 27. (véase el pro- 
blema 1.20). p 


Aclárese qué funciones de las dadas w = f (z) determinan 
las aplicaciones conformes de las regiones indicadas D: 


3.19. 1=(2+ i)?, D= (s « zi <3, 
Окил). 

3.20. w= |22, D=(2] [z| << 1). 

3.21. ш= е, 0 = (210 < Imz< 21). 

3.22. v- (242), р= {|+ < || 

3.23. w — (2-1), D=(2) |lz-1]<1). 


1}. 


La aplicación realizada рог la función шеи w = as 1-0 está 
estudiada más arriba (véase el ejemplo 1 del $ f). lista representa 
una composición del alargamiento (uy ajzW del giro (w= 
= el arg ашу) y de la traslación paralela (w, = mg -j b). La inversa 
1 b 


—w 


а la función lineal es también una función lineal 


a а` 
Puesto que ш” =a =£ 0, entonces la aplicación w es conforme en todo 
el plano ampliado, además tiene dos puntos inmóviles z; = 


(рага а 3 1) y z= ә. 

Esempio 3. Aclárese si existe la función lineal que aplica el trián- 
gulo con vértices 0, 1, ¿en el plano (2) sobre el triángulo con vértices 
0, 2, 1 +: en el plano (ш). 
+44 Soñalemos que ol triángulo con vértices 0, 1, £ es semejante 
gulo con vértices 0, 2, 1 + i, con la particularidad de qne el 
vértice en el punto z, = 0 corresponde al vértice ol punto us = 
=1 + í, el vértice en el puuto z, = 1 corresponde al vértice en el 
punto w, = 0 y el vértice en el punlo z4 = 1, al vertice en el punto 
шз = 2. Realicemos sucesivamente las transformaciones 


1—4 
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a! wy = e Ta ез un giro alrededor del origen de coordenadas en 


É Sa R y " 
un ángulo a 7%" «1 sentido antihorario; 


bi m- ves homotecia con cl coeficiente k 1/2; 
erro — Wa | (1-0 es traslación paralela sobre el vector que 
nta el numero complejo 1+ i 
mo resultado el triángulo con vértices 0, 1, i se aplica sobre 
ngulo eon vértices 0, 2, 1 -i y la función lineal entera que 
realiza ема apl ¡ón tiene Ja forma 
5n 


o 2 Ye * sd) 


(14 (1—2). 9 


3.24. Demuéstrose que la aplicación realizada por la 
función lineal entera tiene dos puntos inmóviles (que coinci- 
den sia — 1). 


Para las aplicaciones indicadas mí 


abajo hállense el 
punto inmóvil linito 20 (si existe), el ángulo de giro q y el 
coeficiente de homotecia Ж: 

3.25. w- 2244. 3.26. u 


з 
a 


iz 4-4. 


3.27. w -e 


La función lim 


2—e . 3.28. wv— az —- b. 


ol Fraecional 


az-|-b 
ayd 


и 


айса. 0, е з. 0, 


realiza la aplicación conforme del plano ampliado (2) sobre el plano 
pliado quer. En este caso por ángulo entre las curvas en el punto 
oc, se entiende el ángulo en el punto z* = 0 entre las imágenes 


de 1 А 
de estas curvas, obtenidas mediante la aplicación 2* = uw La función 


Jiuval fraccional elemental (distinta de la lin 


1) es la función w L 
T 


«que puede ser represen 


{а en la forma de compasición de la inversióu 


и 1 a РР 
б onitario шу — — v a la conjugación com- 


respecte a la cirennlerene 


z 
pleja m, = шу. La función lineal fraccional elemental aplica las cir- 
cunstancias del plano (2) en las cireunferencias del plano (w) (la recta 
se cousidera come circunferencia de radio infinito). Puesto que la 
ción lineal fraccional general se representa en Ja forma de composi 


¡ón de la función lineal m, = ez -- d, Фе la lineal Iraccional clemen- 
1 be—ad a 

tal лє, E у de nueva de la lineal ma — ESIE и, Lom 
vm c 


ces ella también. aplica la circunferencia en la cirenplerencia. 
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La función lineal fraccional se define completamente si están 
dadas las aplicaciones de tres puntos zy — ny. 25 rula Y 28 — Mg 


MY gg Т 
WWW 2— а—з 


OBSERVACION: Si uno de los puntos г, 2, б гу 0 bien wy a; Ó ir 
es un punto infinitamente alejado, entonces en la fórmula (1) todas 


las diferencias que cenlienen este punte deben ser sustituidas рог 
unidades. 


Esempro 4. НАП 


para la aplicación m = 


la imagen de la circunferencia 


1 =2 


pe Poniendo z — r — iy tenemos z 


a+ Doy @— 
Sustituyendo estos valores en la ecua 
mos 


i 
de La circunferencia, halla- 


zt gol=— (+30, 


А 1 1 
y después del cambio z=- лр mos 


es decir, w +w = t. 


i entonces w +- p = 2u. De 
este modo la circunferenci 27 = 6 se transforma en la 


recta u = 1/2 paralela al eje imaginario. p> 
EJEMPLO 5, Hállese la aplicación linea! fraccionar 

Jos puntos —1, i, i-F f ей el punto 0, 2. 1 — i 
44 Empleando la Jórmula (1) tenemos 


ia que hace pasar. 


w—0 1—i—2i 2-61 141—1 
0—21 1—i—0 a PLi 


de donde 


TY * к 


Hállense las imágenes de las siguientes línens para las 
aplicaciones w — 1; 
z 
3.29. De la circunferencia 22 -+ g? — 1.5. 
3.30. Do la recta y — —2/2. 
3.31. De la recta y = z — 4.2 
3.32. De la circunferencia 22 + y? |- 


А А .. 1 
3.33. Demuéstrese que la [unción w = z transforma 


en una recta la cireunferencia А (2% '- y?) 4- 2Bx + 2Cy = 
= 0 que pasa por el origen de coordenadas y transforma 
a toda recta Bz + Cy + D = 0 en una circunferencia, que 
pasa por el origen de coordenadas. 

Hállese Ja transformación homográfica a partir do las 
condiciones dadas: 

3.34. Los puntos /, 1, 1 + i pasan a puntos 0, oo, 1. 

3.35. Los puntos 1 e i son inmóviles y el punto 0 pasa a oo. 


3.36. El punto + y 2 son inmóviles y 243; pasan 


а oo. 
3.37. Demuéstrese que la transformación homográfica 
е жыйы б Р 

= ze tiene dos puntos inmóviles. ¿Cuál es la condi- 


ción de coincidencia de cstos puntos? ¿Cuándo el punto 
infinitamente alejado es inmóvil? 


Los puntos zy y Zg ве nan simótricos respecto a la recla, sí están 
situados sobre Ja perpendicular a esta recta a distintos lados de olla 
y a distancias iguales. 

Los puntos z; y т; se Haman simétricos respecto a la circunterencia, 
si están situados sobre un rayo que sale del contro de esta circunferen- 
ela, a distintos lados de ella y de tal modo que el producto de las 
distancias de estos puntos al centro, es igual al cuadrado del radio. 

Los puntos M y N simétricos respecto a la recta o la circunferencia 
en el plano (z) se aplican por la función lincal fraccionaria en los 
puntos M’ y N”, simétricos respecto а la imagen de esta recta o la 
circunferencia en el plano (w). 


3.38, Hállense los puntos simétricos al punto 1 -} i 
respecto a las circunferencias: 


а) lz2]=11 5*Iz—i[22. 


3.39. Para la aplicación w= Hi hállese la imagen 
del punto simétrico al punto 1— i respecto a: 
a) la recta y = x; b) la eircunferencia |2 — 1| 


3. 


EJEMPLO ( [Jállese la aplicación del círculo | z | < 1 sobre cl 
circulo | w | < 4 tal, que el punto z = a (| æ | < 1) se aplique en ol 
centro del círculo w = 0. 

«q Escribamos la transformación homográfica en la forma 
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Ya que el punto 2 = @ pasa al punto ш = 0, entonces 20 = @ y puesto 


que el punto ш = os es simétrico al punto ш = 0, entonces д es 
simétrico al punto 2 = « respecto а la circunferencia | 2 4, es 
decir, д = a Por eso 
a 
=- 2-0 
ш= gu — 
az—1 
Luego, el punto de la circunferencia | z] = 1 pasa al punto de la 
circunferencia | w| = 1 у por eso рага z= e? tenemos 
- do 
tele | |. 
| ае —1 
Pero 
| a Г (659 — a) (719—9) 
в —4 (e — 1) (eo. 1) 
_ A la 1— e 0% — e 0 eA 
lalt- 1— ea eo, 

Por consiguiente, | ga | = 1, es decir, | ga | = e'? y la aplicación 
buscada tiene el aspecto 

w=, у B 


20 


Para la aplicación (2) del círculo unitario sobre sí mismo 
hállense los parámetros œ y 6 según las condiciones dadas: 

3.40. w (1/2) = 0, argw' (1/2) = 0. 

3.41, w (0) = 0, arg w' (0) = x/2. 

3.42. w = (z) = 0, argw' (z) = n/2. 

3.43. Demuéstrese que la función 


(8) 


aplica el semiplano superior sobre el círculo unitario. 

Determínense los parámetros о y 0 en la fórmula (3) 
según las condiciones dadas: 

3.44. w (i) = 0, arg w' (i) = —a/2. 

3.45. w (2i) = 0, arg w' (2i) = л. 

3.46. w (20) = 0, arg w' (a) = n/2. 

Hállese la imagen E de la región D para la transforma- 
ción homográfica: 
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3.47. D. (z|Rez 0, Imz>0)h w= 
3.48*. D. {210 аа): w 
3.49, D= (2111212, Kug}; viel. 


3.50. D={z| l2[<1, Imz>0); w= 


2—1 


3.54. D (210 Кез 1y; w 


3.52. D es una lúnula (circular) comprendida entro las 
circunferencias |3— {1| -- 1, |z- ¿]= 1; w ==. 

3.53**, Hállese la región / сп el plano (z), la cual 
para la aplicación 10 —_2—— se transforma en el interior 


=z 
del círculo [w| <r del plano (w). 


3. Función potencial. La aplicación realizada por la funci 
potoucial w = 2" (n é N. п 32), es conforme en el planu complejo 
ampliado en todos las puntos, excepto el punto z 


0 (ыш = 
рага 


todo k= 0, f. ‚оп — À se aplica biyectivamente por la fun 
pote 


= та |, ао 0). El ángulo D= Ear 


П 
cial sobre todo el plano (ш) соп el corte рог la parte positiva 


del eje real (adem: 


2kx 
al rayo argz— 7 le corresponde el extremo 
" 2(x+ Dx 
superior del corte y al rayo arg z = Zetia 
(42422) 
La función. inversa m=% Te n 2. donde k= 


4n—1, rz |z|, y arg 2, es como se sabe, multiforme. 
Su rama uniforme (formada por la representación de la imagen de uno 
Чо Jos puntos) aplica el plano (z) con el corte. según la parte negativa 
del eje real, sobre el sector correspondiente 


20-02) 
n 


‚ el extremo inferior). 


E 


2ka 
{= | 22 сиви < : 
á fijo 
JEMPLO 7 Hállese cómo se aplica el interior de la lánula con 
2 y гу, formada por reuuferencias Су y С, sobre el cir- 
culo unitario 


5—5, 


4 La transformación r, = — aplica el punto z= en 


+ 
2 


el punto шу = 4, el punta z = z en el сого y el punto 2 == 2; еп el 
infinito. De este mudo, el segmento que nne los puntos 2, y 2; se aplica 
sobre el semieje real positivo. Los arcos de las cirennieren que 


224 


forman Ја lúnula se aplican en los rayos arg му = an y arg wy 
= — Bn. Por consiguiente, la región D se aplica sobre el sector £; 
= (| фи < arg iwy < an} (compórese con c! problema 3.52). 
Giremos este sector en un ángulo fix, es decir, realicemos la transfor- 


m " 4: 
mación wei", у elevemos la función obtenida a la potencia Fra 
q 
ша (03). 
El sector se aplicará оп el semiplano superior. La función 
ш = 0 DA 
wg- ws 


aplica el semiplano sobre el círculo unitario. Las magnitudes w8 y 0 
se determinan por la representación complementaria ¿le la aplicación 


Fig. 94 


del punto z, en el pi 
Definitivamente, 


р w= 0 y por la condición arg w’ (za) == y. 
зе А lie D че ет 

Hállese la función que aplica la región dada D del plano 
(a) sobre el semiplano superior (еи las respuestas se indica 
una de las funciones que realizan la aplicación dada, además, 
si la función es multiforme, entonces se tiene en cuenta una 
de sus ramas uniformes): 

3,54. D=f2||21<1, 12—11< 1). 


3.55. D- (4-4 mim) Ж 


3.56. D —(z||z | — 1, Imz 0). 
3.57. D ={z | |z | 2» 1, Imz — 0j. 
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=(2]|21<2, 0 < argz < n/4). 
== {z | |z |> 2, 0 < arg z < 312). 


3.60. 2 fa[|2]<2, Imz 1). 
3.61. D —(z]|z2|-- 1, |24 


.D fellzl<d. [2 1 
*islisz[2-1, [s- й 
es el plano (z) cortado según el segmento [—i, i]. 

3.65. D es el plano (2) cortado según el segmento que une 
los puntos 1 4- i y 24 2i. 

3.66. D es el plano con corto según los rayos (—оо, —R] 
y Ut, +00), E 0 

3.67. D os el semiplano Im z — 0 cortado según el seg- 
mento que une Jos puntos 0 e ih (h > 0). 


h. Función de Zhukovski. Tenomos w=- (+) ‚ "= 


2 
L4 2-4 


SC Por consiguiente, la función de Zhukovski 1) es 


conforme cn todos los juntos del plano ampliado excepto los puntos 
zng = +1 y zy = 0. Ella aplica tanto el exterior, como el interior 
del círculo unilariu del planu (2) sobre el plano (м) con corte por el 
segmento [—-1, 11. E} plano completo (z) se aplica sobre la superficie 
de dos hojas de Riemann, pegada crucifonnemente según los cortes 


La función inversa 
zu Y w—1 
es biforme, además cada rama aplica el plano Qe) eon corte por el 
segmento [—1, 4] sobre el interior o sobre el exterior del circulo uni- 
tano en el plano (2). 

EJEMPLO $. аео 1a imagen de lu red polar р = const y q = 
== const para la transformación del plane (zi con ayuda de la función 
de Ztukovski. 

4 Poniendo z = pei”, tenemos 


шеш рй =} (re «-#}—4. (e+) x 
П 


Р ) sen ф. 


1 
x cos y ty (o— 


Zhukovski fue el primero en emplear la aplicación con- 


+ (= + 2) ‚ como método para 
obtener una sola clase de perfiles aerodinámicos. que recibieron el 
nombre de perfiles de Zlmkovski. Los perfiles de Zhukovski se aplican 
sobre el circulo, para el l es fácil resolver el problema del flujo 
currentilíneo, lo que usibilidad de investigar el flujo currenti- 
línco del ala de avión. 


da por la función а = 
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Por consiguiente, 


ndi poe 


y рага р - 1 tenemos 


E 


4) 


ul Ll 


соз ф sat 7 e 
De estas igualdades concluimos que las cireunferencias |z| =p == 1 
so aplican en las elipses del plano (и) con los semiojes a= 

1 1 1 3 А 1 1 
= (e) y = (r7) para pz 1 ó be-p ( в) 
para р < 1. Los rayos q; — const en el plano (2) se transforman, en las 
hipórbolas con los semiejes a — | cos qj y b | sen q, en el pla- 
no (w). 

Señalemos que las distancias focales e = а 0° de las elipses 
(4) y су =Y a F 12 de las hipórbolas (5) son iguales a 1, es decir, 
(4) y (5) son familias а pses y hipérbi confocales. We 

EJEMPLO 9, Hállese la aplicación del plano (2) con lus cortes por 
el segmento que une los puntos O y 4£ y рос el segmento que une. los 
puntos 24 y 2 + 2i, sobre el interior del círeulo unitario | o (i 1 

44 Vallamos la aplicación buscada iw en foema de compo 
de cinco aplicaciones. La función wy =z- 2t huee pasar el ум 

a 


z — 2i en el origen de coordenadas y la fuución wg oy gira el 
plano (у) en ángulo 2.2. El punto 4i pasa a consecuencia de estas 
aplicaciones al punto эг, — —2; el punte z - 2i al punte iy -- 0; 
el punto z= 2 -- 2i al punto ws = 2i y el punto 2 — U al punto 
w, = 2. Luego, como resultado de las aplicaciones m — оҥ} y 104 = 
m wy/4 el corte se aplica eu el segmento [—1, 1] del plano (c4) у, por 
in. 


шуша V wb 1 


aplica el exterior del segmento [—1, 4] sobre el interior del eh 
unitario, eon la particularidad de que se escoge la rama de esta fi 
que para w=: 00 se anula, Así pues, w = ws o iry ote ingen (и. 


Hállense en Jos problemas 3.68— 3.70 las imágenes de 
1 


1 
(2+): 
3.68. Del interior del círculo |z |< 2 para Ri 
y dol exterior del círenlo |z] >H para Ros 1. 
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las regionos dadas para la aplicación w= 


3.69. Del interior del círculo |z | << 1 соп el corte por 

segmento [1/2, 11. 

3,70. Del interior del círenlo | z | < 1 con el corte por 

segmento |--1,2, 1]. 

3.71*. Hállese la aplicación del círculo |z | « 1 con ol 

corte por el segmento [1/3, 1] sobre el círculo |w |< 1. 
3.72*. Hállese la aplicación de la región D == {2 | Im z > 

2» 0, |z |> R} (el semiplano superior con el semicírculo 

eliminado) sobre el semiplano superior. 


el 


el 


4 iz (ш) 
21 2-2 uy 4 
7 0172 


Fig. 
2 a 
3.73*. Aplíquese el exterior de la elipse Ft =1 
(a 2> 0) sobre el exterior del círculo unitario. 


5. Función exponencial. La función w = е2 ex; unifoliada en 
cualquier franja de ancho menor que 2x, paralela ај cje real. Ella 
aplica la franja —-ос < < оо, л < y < n en el plano comple- 
to (и) con el corte por el semieje real negativo. Todo el plano se aplica 
sobre la superficie de Riemann de hoja infinita. La función inversa 
z= ыл = ln w -+ 21ni, n= 0, +1, .... es uniforme sobre esta 
superficie de Riemann y su valor principal In w = Ìn | w | + t arg ie 
determina la aplicación conforme de todo el plano соп el corte (— oo, 0] 
sobre la franja — л << Im z < л de 2л de ancho, paralela al eje real. 

EJEMPLO 10. Hállese la aplicación dela franja de ancha 77, 0 
< Re 2 << 0. paralela al eje imaginario, sobre el circulo unitario 
del plano (wi. 

«Li solución buscada la obtendremos, por ejemplo, con ayuda 
de la composición de aplicaciones: 


л ә 
T Uis Ша 672, eel 
jr "e Us 4 
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Al realizar sucesivamente estas aplicaciones Ja Tra 
forma en las гер! ‚ representadas en la fig. 1 


Ju dala se trans- 


Hállese la imagen Æ de la región D para la aplicación 


— я < hn z< 0). 
| Im z |< z/2). 


Fig. 05 


3.79. Hállense lus imágenes de las rectas. Cey -C 
para la aplicación 10 m 

Hállense las imágenes de las siguientes regiones рага 
Ја aplicación w— а 2, w(i) =: 

3.80. {z | Im z > 0). 

3.81. {z| lz| « 1, Imz >0). 

3.82. (2 [12| 1, 2410, 11). 

3.83. iz |z& 1—оо, —11 Y [0, œl}. 


6. Enota trigonométricas e hiperbólicas. Lu función w = 
fpei 
= cos: = Litet es unifoliada en la semifranja — < z « m, 
ке ay aperea somite ijs sobre el anene aeai] 
La superficie de Rjemann de esta función es más compleja que la de las 
anterloros; yarque lan Kojas me rrezan;soparalamente por ol maya (:- oe 
=) y por el segmento [—1, il. 
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La funcion æ sen z se reduce a la anterior con ayuda de la rela- 


" л a 
ción sen 2 — Cos ( — :) ‚ А los sen z y cos z se reducen Lambión Jas 


funciones Вукоте 


К -isen iz, cha = cos iz 


3.84**. Hullese la imagen Æ de la semifranja D — 
{z |0 e2 Rez < n. [mz 0) para la aplicación w = 
— cos z. 

3.85. Mállese Ja gen E de la red rectangular т = C, 

y = С para la aplicación w = ch z. : 

3,86, Mállese la imagen Æ del rectángulo D = fz | лс 

<Rez<a. —h < lmz <h, А > 0) para la aplicación 


ш = cos z, 
§ 4. Integral de una función 
de variable compleja 
Г. Integral por la curva y su cálculo. 51 / es una curva suaye 
a trozos dirigida en el plano (z) y para todo z € 1 está determinada la 


función. / for entonces. к} existe el limite en el segundo miembro, 
se supone según la definición: 


LT lin Уу Jul) Nae (0 
Ls 


i máx|AzuI -t 


Aquí Azp = o Ap Cl, km. d. sn, lus puntos E El 
están elegidos en los segmentos 2 entre los piatos zy y зу. Si f (2 = 
за и (т, y) ele irge, y), entonces la integral se representa eu la forma 
de la suma de dos integrales согу s de segunda especie: 


[rna ID yer viz, y dy it foe y)dr-+u{z, y)dy, (2) 
i 1 1 
Si Ja lunción / (з! es continua sobre £, enteuces la integral (1) existe. 


EJEMPLO 1 Valiéndose de la definición (1) calcálese ўл z dz, 


i 
demle L es el radio vector del punto 4 Los. 
4 Divid el radio vector del punto 3 -| ten n partes iguales, 
es decir. prngamus 
£ 


2 i 
k^ 5] 


k 1 
Ла eko0 ол 


y sea Ey = z, Entonces suma integral se escribe en la lorma 


u 


» 
Ў! Bezan o J) зм Hi " 


к=1 kd 
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ko iti n(nda0 
^ w" @ 3 


Por consiguiente, 


а mnn Ali 
ае зак и 


1 


EJEMPLO 2. Empleando la representación de la mtegral en la 
forma (2) y fa regla para calcular las integrales curvilineas de segunda 
especie, caleálese la integral 


f Тај фе, 
1 


semicirenaferencia superior 2 | = 4 con el recorrido 


donde le 
antihora 
4 To 


emos 


f lz[Zdz:= f у | v (x de- y dy) i f V ITF (—y dz 4: x dy). 
1 1 1 
Pasando a Ja ecuación paramétrica de la curva х —cog t, y =senf, 


Ostsn, y teniendo en cuenta que 722908 [211 en los 
puntos de la curva, ebtenenios 


f 127 ds == | ( — cos t son t-H sen £ eos 0t | 


(sen? t | cos? t) dt >20. > 


“чыз е 


4.1. Aplicando Ia sumación directa caleülese la inte- 


gral \ 202, donde l es el radio vector del punto 2—1. 


i 
4.2. Domuésirese que si el camino do integración cambia 
de dirección la integral cambia de signo. es decir. 


ras — 4. 
i € 
4.3. Demuéstrese que si a, y as son constantes, enton- 


ces | (a,/, (2)-H afa (2)) dz — a | fa (2) dz +a Ñ 1.13) de. 
t 1 1 
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4.4. Demuéstrese que si la curva de integración Z es 
аша reunión de las curvas l y Ї,, entonces 


[roa roa ras. 
i h h 
4.5*. Demuéstrese que tiene lugar la estimación 


|} 1) de fre! ds, 
1 1 


doude ds es la diferencial del arco. 
Calcúlense las integrales según los contornos dados: 
4.6*. а-о), п es un número entoro, l= 
i 
= (21 lz—201= 1). 
44. f (2—- 20)" 02, n es un número entero, 1—(2| ]z— 


s 


2, Teorema de Cauchy. Fórmula integral de Cauchy. 5) la función 
f (z) es analítica en la región simplemente conexa D limitada por cl 
contorno l', y y es un contorno cerrado en 7, entonces 


флор ano. [2 
v 


— zj =Й, Im(=— 2) > 0). 


4.8. ( de, l= (sl |г]=1,‚ 0<argz< 
$ 


Si, además, la función /(z\ es continua en la región cerrada D = 
=D + Г, entoucos 


Q1imán=0, (teorema de Cauchy). 
Э 


Si La función f (2) es aualítica en la región múltiplemente conexa D, 
limitada por el contorno Г y por los contornos үү, . . ., үү interiores 


respecto a P, y es continua en la región cerrada D =D + T* + yr +.. 
s E Pg donde los signos de los índices superiores significan la 
dirección de los recorridos (fig. 97), entonces 


$ rman=0 О) 
Н 


С 
PEIR 
y=1 
(teorema de Cauchy para la región múltiplemente conexa). 
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Si la función f (2) está definida y es continua en la región simple- 
mente conexa D y es Lal, que para cualquier contorno cerrado y E D 


freno, 
Y 
entonces para ип z, € D fijo la función 


p 
т=п 
zo 


es una función analítica en la región D, para la cual Ф' (2) = f (2)- 

La función Ф (2) se Пата función primitiva o integral indefinida 
de / (2), con la particularidad de que si Р (2) es una de las primitivas 
para f (2), entonces 


E 
\ ft) du F GIF. 
E 
Si f (2) es analítica en La regi 
р, € D y y,C D es m contorno 
que rodea el punto za, es válida 
Ya férmula integral de Cauchy 


ey il FAGU 5 

100 On 09) 

En este caso la función у (z) tiene en todos los puntos de D derivadas 
de cualquier orden, para lus cuales son justas las fórmulas 


Mp (т) à A 
fo | Ser. к=1,2,... (6) 
Ж 


EJEMULO 3. Demuéstrese que si f(z) es una función analítica 
y acotada en la región convexa D, entonces para cnalesquiera dos 
puntos s, y z; de esta región tiene lugar la estimación 


[ren < maxis eitea zal 
J тєр 


4 De la convexidad de la región se deduce que si zj € D, zs € D, 
entonces el segmento que une estos puntos también pertenece a la 
región D. Del teorema de Cauchy se desprende que en calidad de 
camino de integración se puede tomar precisamente este segmento 
y. por ende, aplicando la estimación del problema 4.5, tenemos 


^ a 
ИЛЕШ аниге. > 
E 26D i 16) 
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EJEMPLO 4. Caleálese la integral 
1 


dy — p 
sere -rO 


el camino de integración no abarca ninguno de los puntos туу = 
ti. 


pigs “S analitica en 
todos los puntos, excepto Jos puntos, 2, ¿ = 3¿, entonces la integral 
Р (2) Gene sentido en todos los puntos, excepto 2 == +i y a cond 
de que el camino de integración no pasa por estos puntos. Por consi- 
guiente, si el camino de integración ne abarca ninguno de los puntos 
EN entonces a Што de una de Jas funciones primitivas para la 


4 Ya que la función subinteural у (2) 


se puede tomar una función uniforme F (2 = arctg z 


2 1 
función 31 
y. teniendo en cuenta que arctg 0 — 0, tenemos 


2 
dn 
aret = f Tp” 
& 


мио 5. Caleülese la integral 


44 Eseribamos la integral en la forma de 


son EL 
Hasc n 
hs d QE. 
I= $ Las 


Iz 
y utilizando ta fórmula de Cauchy (5), hallamos 


ДЕП 


du S 


ze i 2i T 


Edywpro 6. Caleúlese la integral 
et 

23 (2—1) 
3 


4 Puesto que en el interior del contorno de integración el deno- 
0 


iinador de la Tunción enbiutegral se reduce a cero en los puntos z, = 
y гу =" d. analicemos la región múltiplemente conexa D, limitada 


unferencia P = {z| |z — 2/33 y por los contornos 


interiores y — (2112! =p) y = fsllz il+ Gp 


х ^ 
ión fin ек am- 


« 42). Entonces en esta región D За fui ma 


litica y según Ja fórmula (4) podemos escribir 


$ Hora $ ped (z) dz — tu. 
rs 


ki 


de doude se desprende que 


De este modo, / — ni(Qe- 5). p 


Calcúlense las integrales (los contornos se recorren en 
sentido antihorario): 


4.10. dz 


so 
е 


Жеп 
4.12. Bowen donde: 
a) С= {2110—00 1}; b Саа 10) 
с) € {21 121= В, А54). 
443. $ 52 di. 


2 ni 
[n 
4.14. Demuéstrese el teorema del valor medio: si la 
función f (z) es analítica en el círculo | z — 2, | < R y es 
continua en el círculo cerrado | z — z, | x 2, el valor de la 
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función en el centro del círculo es igual a la media aritmé- 
tica de sus valores en la circunferencia, es decir, 


2л 
E= -gs | for Redor $ fm, 


0 In-zol=R 


donde ds es la diferencial del arco. 
4.15*. Es conocido que si f (z) s& const es una función 
analítica en la región D y continua en la región cerrada 


D = D L, maa [f (д) | se alcanza sólo en la frontera 
E 
de la región (principio del máximo del módulo). Demuéstrese 


que si además, Уз € D (f(z) 5 0), entonces mín 17 0l 
ep 
también se alcanza en la frontera. li 
4,16. Utilizando la fórmula (6) para j’ (2) demuéslrese 
el teorema de Liouville: si f (2) es una función analítica y 
acotada por todo el plano (2), entonces f (2) = const. 


RESPUESTAS 


1.1. EL interior del cíceulo con el centro en el punto г, de radio /t; 
simplemente conexa. 1.2. El anillo entre las circunferencias de los 
radios 4 y 2 con el contro en el punto z, = i; doblemente conoxa. 
4.3, El exterior del círculo de radio 2 con el centro en el punto zy = 
con el punto reducido infinitamente alejado; doblemente c 
1.4. La franja horizontal comprendida entre las rectas y — 
e y = œ; simplemente conexa. 1.5. El exterior del radio R con el 
centro en el ponto zy; simplemente conexa. El punto infinitamente 
alejado z= оо es el punto interior de esta región. 1.6. El interior del 
círculo von el centro reducido za = —¿ de radio 2; doblemente conexa. 
1.7. El semiplano situado más a la izquierda de la recta т = 4. 1.8. El 
interior del círculo de radio 2 con el centro en el punto (2, 0); simple- 
mente conexa. 1.9. La recta x — y +40. 


XE qs la forma CED 0. ED (E. уду т 
t (2— )0(z4- 0 Iz— il 


2 2 
ieríbase 
z 


2 
P4. 1.14. La circunferencia [2| —2. 


E 
interior de la elipse F 


1.12, La parte del plano 8 
qe pt 


ada а la derecha de la rama izquierda 
- 1.13. La recta que pasa por los puntos 


щ y ze con un segmento recortado que une estos puntos. 1.14. El inte- 
rior del segmente que une los puntos — e i. & Empléese la igualdad 
arg (- 2) = л + argz, 1.15. Ro z — 0, imz>0. 1.16. Re z < 0. 
117. | Rez! — 3. 
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de la hupérbel 


148. |z- 44 2| +1:-(B+0|<6. 1.19. E < ARIZ- 2) < Se ` 


8 
1.20. 29 4-44, k—=0, +1, ... 1.24, 34 | Gr, k—0, +4, ... 122. 
1 РА p аар Lf " 
gH k=0, +41, .., donde tg y: [тйк * sen p = 


^ Puy zd С E 

"лр cp 9d rn eos уай tg 
r sen ф DER. rsen M PR 
o A A v em 


2 
50,1, .... donde tg y EE som А 


135. а km, cd, ss donde (gi 
3r son q 

Vr? sen? p (17 —2— r cos ф)# 

dentro del ángulo con vértice en el origen de coordenadas y una aber- 

tura no mayor que nn. 1.27. Cualquier región situada en Ja franja 

paralela al eje real y de ancho no mayor que 2x. 1.28, Cualquier región 

situada en la franja paralela al eje imaginario y de ancho no mayor que 


253. 1.29. Cualquier región situada bien sea en el interior del círculo 
wnitario (} а] < 1), o bien fuera de él (12122 11. e La igualdad 


and ES =+ + рага z, Æ z, se cumple sólo enel caso, cuando 


1.26. Cualjuier región situada 


к= i. 1.30. a) La recta т = С se aplica en la parábola 1? = 4Cx 


X (CL u); la eireunferencia |z! 
== И? recorrida dos veces; ol rayo arg z= о en el rayo arg iw = 2 
el semicírculo 12 | < r, Im z > 0 en el eireulo | w [2 con el corto 
рог el segmento del eje real positivo, 

b) 4 Los puntos situados en la LR С $e escriben en la forma 


en la circunferencia | e 


м . s mun - y 
zs C-.iy y por eso pr = A De aqui 


CO 

с y 1 u 

- apos- ор cone 
ЕЕ, трук, 85 O Рог consi 

guiente, Ja imagen de la recta z = С es la cireunferencin ul |. i$ — 


u 


psv 


— 5 = 0. La imagen de la cireunferencta | R es la circunferen 
cla bol = T El rayo urgz= æ, es decir, el rayo (0, 09-69) se 


aplicará en el rayo (0, 20-e7/*) que va del infinitu. E] semicirento 
Јар < r, Im z 20, se aplica en el semiplano inferior con el semiciren- 


Yo cortado | лш | = s È, Im v < 0. pe d.) ree соіа en D 
si ez OV z€ D 35 = ӧ (е. 22» 0(( As] <8 A 24 Aze D) = 
=s | (2 4 Ad Р 0 в). 1.96. chfeort- ish41 вол 1. 
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tM. cost. 413%  sh2eos1 + ich 2 sen 1. 1.39, (2k + 1) яі, 
ke. 


1.40. 


л 


To 


na. (264 q) REF. 1.42. Arcsenz- —iLn (iz4- 


2). Arcsen кеййн (V3—1, k€7. 1.43, Arctgz= 


mAH, Arrey л ln 2, КЕЗ. 1.44, Arshs= 
=m] y Т). Aesh i= (2k44) ni, кєз. 145, Archz= 
у 2 


т ы, ШУ, Arch {=й REF. 146. Arth z= 


1 
sex) 
KEF. 1.47. йт (саана 1ásenIn2), КЕТ. 148. «(+07 ker 
(2. EA 12 m2 

со 


| ism A), кє?. 1,50, o) Thee od, 


LA 
3^ c Arth (1—4) = EST E Каша 


1.49. е 
arctg — d ЗАЛ 4 
кєт. E (eos (m s aret) +i son (ln 5- 


-arctg +) ) x 


4 4 
— ni n--arc — Ev. 
i ) | f sen (tos weig 3]) kv. d 
=0, 5. rins 0, 156, Tim f G) uo existe. 


arcte t either a 
T (сов ( 


El 1.52 — In 5—arctgx 


FLO) 0. 1.5%, 10) = 


24. No es diforenciable en ningún punto. @ lim -gr no existe. 
Azen А? 


2.2. No es difercuciable en ningún punto. @ Гага Ay— Ах tenemos 


lim TRU decir, el límite no existe, 2.3. 


azao ATTEN C aue 
Es diferenciable sólo en el punto z—0. 2.4. Es difereuciable sólo 
ex el punto e= 0, 25. No es diferenciable еп wiugós punto. <4 En 


121 321 


el punto 2=0 lím 
Аг, 


no existe. Si es que 


z0, entonces, — designando |z|- т, Az — Ape", tenemos 


1121 (reosq i ysen qY-J- (2y —1) 


Az apet” 


A "Rer 


+ 


De aquí hallamos Tim 
Suat 
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(ро 20.020) "TES 


ty 

ra Q—0 y lim == — = рага 

EP nn 2р т 
л А: 
p= р. De este modo, lim БАЧАТ po existo, p 26. Es 
Ar=0 f 

diferenciable sólo en el punto =1. 2.7. € Empléese la regla de la 
diferenciación de la función compuesta de dos variables u(r, y) 
=u (r cos p, г sen Ф), v(z, y) =v(rcos q, rsen q) y la condición (1): 
ди _ ди ðr ди ду др дь 


jr eS k aa © и To Gu 0: M У шш 


дь ди 1 ё Р 
=P rsen dr reos P, es decir, Fr mb in Análoga- 


mente se cupide la segunda de Jas igualdades (2). Рага obtener 
"NN 

las ignaldades (4) es conveniente expresar x mediante las 

0p дф 

ду 

a partir de las igualdades r— |/ FiF, q -аге L y sustitíyan- 


se las expresiones obtenidas en (3). 2.8. (e%)' =3e%, 2.9. (sh z)'— 
— ch 2. 2.10. (z^) — nz"! (excepto el punto er para n negativos), 


241. (сов z) = — sen z. 2.12. (In(z?)»:2/s. 2.13. (s 3 ) + % 


derivadas por r y q, obténgause las derivadas M ў 


хсоз-р. 244. Y Hágase uso de las condiciones de Cauchy — Rie- 
mann. 2.17. Todo el plano, excepto los puntos z (^ | +) л, Ez; 


tga = ai 2.18. Todo el plano; /' (2) e*it—3). 2.19. Todo 


el plano, excepto los puntos z, a= £i /'(2)— 
(1—22) cos 2—z (1 |: 22) sen z 
[E ч 


puntos z,- 2npi, vE Z; f (2) — — 


= 2.20. Todo el plano excepto los 
+=: 224. Todo e plano. 
excepto los puntos z,— т” vE f'(a cos2e. 2,22, Todo el 


1) 


plano, excepto el punto 2—0: f' (2) . 2.23, Todo el 


zi 


plano, excepto los puntos за = nki, k€ 25 f'(z)-- — чиг. 2.24, 


Todo el plano, excopto los puntos q= (ic^). КЄ p 


9% 1 ди 1 Pu 
236. Au— 7 y 2.27, Аи 0 
6. er Ан 
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viz, у) = 3zty— уз C, [(0)=(24+ 994 Ciz Ci. 2,28, Av=0, 
u(z, y)—2e* cos y--C, f(z) = 2e% (cos y -+ ¿sen y) -+ С —2ez 4- C. 
2.29. Au zz 0, rtr, y) — —2?--y?2- C, (0) —i (z13— y? 4-2izy)J- 


134 Ci - i34 Ct. 230. Ace 0 иб ln Get eC, 
"m EX @* | y+ Laretg Ly Co In 1214 arg СС. 


z—i 


зри + 


24. Ans 0, viz, = iet C, t= 


Iiz4-Ci- E284 Ci. 2.82. Аш =0, vía, y=+ (6-4 


l 2xy-- C, FE 


s— 5 nr cim 2 3 Р 
PG PSP 2835 v=o, 
т, Ирас, а. 


30.85.4, q=i/4. 3.2, k=2, ф=л/2. 3.3, k=6, ф:=л/2, 
=3, q=0. 3.5. k=1, ф=0. 3.6. k =л/2. 3,7. La región 


]z| > 1 se contrao, mientras que Ја región |z|<1 se alarga. 
3.8. El semiplano Rez<1 se contrae y el semiplano Rez 
so alargu. 3.9. Lu región |z4-1| >1 se contrac y la región 12-111 
se alarga. 3.10. El interior del círculo |z4-1| < 1/2 se contrao y ol 


і 


exterior de este círculo se alarga. 3.11. |z—1]| — 1/2. 3.12. |z 


15 


=1/2. 343, [а= V 2. 3.14. (21 =1//3. 3.15. (аа (10 2=0), 

es decir, la recta y2z. 346, — fz|Im (1-- i) (í4-2) —0), es decir, 
Р , —i 3л 

la recta z-|. y-|-1 —0. @ Empléese la igualdad MET E — 


—2arg (+00 y la relación — Sang (—1—i). 3:17, EL rayo 


El rayoj1<zx< 00, y=0. 
3.20. La aplicación no es conforme. 
1. La oplicación es conforme. 3.22. La aplicación es conforme. 


23. La aplicación no es conforme. 3.25. z94— —1, 0=0, k=2. 
з -2 «О, Жей, d succus Жайы. 
326. 22=2(15 0, an, k=l 327, 2 1-7%. 


а= + k—1. 3.28. Para a +1 z= 


, a=arga, k=1al. 


3.20. La recta v —3. 3.30. La recta u—2w—0. 3,31. La circunto- 
rencia u*--vi— 3.32, La circunferencia u*--v*--2u--2v4- 


„Ж we ENE д a 
а—4 + V @а—Ч# Fib 
Ze 5 


El punto infiuitamonte alejado es inmóvil 


+1=0. 3.94. 


530) 2-4 
EE. а, 


para (a— d)? 4- 4bc 
240 


= 


sólo cuando е =0, es decir, para la función lineal, 3.38. o) L (t-i); 
b)4+i. € El punto í-j i y el centro del círculo i están situados 
142i. 

g— b wis 


en la recta y— 1. 


812 4 P TE e 
mg. 840. а=, 0л, ЗА. a=0, 9— — 7-2 ams 


3.39. a) Wi 1= 


E, 3.45. a=1, @=0. 3.45. a=21, O 346. a=%, 
Ө=л. 3.47, E=(u| |ш| < 1, Imu < 0) tla semicircunferencia info- 


rior). 348. E SCIL 


(2) 


SN 


Fig. 98 


(fig. 98). e El rayo 0 —z < +o se transforma on el exterior del 
segmento (0 < и < 1, además los puntos dol semiplano suporior (z) 
se aplican en los puntos del semiplano inferior (w). La recta y—2=0 


so aplica on la circunferencia wis — ÈE w4 EZE --0, es decir, 
en la circunferencia [—(+- DI =? con el centro en el 
1 


punto ES pé 34 {| 1 «11, —F< 


«org (o—1)«0). © La circunferencia [:|==1 se aplica en la 
circunferencia |w»-—1]=1, la circunferencia ]2]=2 en Ja circunfe- 
rencia |w— 1| ше el segmento 1<x<2 en el segmento $< 
<u<2 у la recta y=x en la recta u+v=1 (fig. 99). 3.50. E= 


zu] Ima > 0, Row > 0). 3.51. к={«||>—-+-|<-т . | —4|> 
1 x x 
>F} 3,52, 2=(0|-F<argu< т} я 


1 


m 241 


3.53, 


Ya que | w | < r, entonces de la relación w (1 — 2) = z obte- 
nemos |2| < r|1 —z]|. Elevando ambos miembros de esta desi- 


@ ш) 
(ш) 3 
ý єў 4 
ü 1 2 Y 


Fig. 99, 


gualdad al cuadrado escribimos la desigualdad obtenida ел forma do 
zz < r? (4 — 2 (1 — 2) de donde oblenemos 


(0-0) aerat >0, e 
Sir < 1 entonces de (*) tenemos 
Ме ip 
atgo 09) г 6 [22] 


e) 


ri ya ra 
Luogo, ya que E ЕА entonces de (++) obte- 


Poo йт e) (F 


roy ya 
nemos | = < (==) , өз decir, »- (a ti 
<q} (ol interior del círculo. Análogamente en ol caso de 
5 й л 
r>1 hallamos 221—7 го+9> 9р, es decir, |- 
P ya r 


Рог consiguinte, D = 


xz MA AN 


={ы 
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+) Cl exterior del circulo). Por fin, si 


rei, entonces de (ж) ohtenemos 2-2 « 1, es decir, D— [imos < 


-— 73 
<+) (un somiplano). > 3.54, e n=! A, 
4 & 


uiu dA. 855, ime 5.05, эб. we (4E .357.w= 


A ( HEE)’. зоо (ВИТ), 


=1 PRVA 
ыс 24 Y Ii үз En 224-344 y3/2 
3.60. v- —( ba Y. з. w Cn 3 


asz v= (ZEE y. aes, vec (iiA ЙҮ, м, 


2:— V 3—1 
EL Y == 
vay TEL, ses w= y 4734 


. 3.66. w= 
3.67. ш= ү FF. 3.68. Tanto ol interior del círculo |2] <R 
рага А < 1, como el exterior del círculo |z| >R para А> 1, se 
a 


aplican sobre ol oxteríor do la elipse 1 15i T 
i ucl 
е 1 ( Ж; 
жтт 3.69. El plano con corte рог el segmento 


= | R= 
[—1, 5/4]. 3.70. El plano con corte por los rayos (— oo, --5/4], 
И, +o). 4.71. Опа de las respuestas: v- (+ ++)-{+ 


+y Gd i) ) X) —1 (сор la particularidad de quo se 


elige la rama que pasa el punto z—0 а} interior del círculo tw] < 


1 e 3 
СЕ (+). з= Sem md ш 
m 
жир, wj i, ш= 0040109 019017. 3.72. w = зт (a ). 
e Ronlíceso la transformación de semejanza w,— -&— y para la apli- 
cación wm =-L (a+) obsórveso la transformación de la fron- 
2 ші 
tora do la región. 3.73. ш= 


y + Vaa) donde c= 
s a а%— p, € Realizando la AS do WSE w= 


= y determinando R a partir de la condición + (#+--)= 
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1 b 


(8-4), hallamos :£,—w,J-V wi—í y w= 


a 
T 

=- wy ЗЛА, E=(o]lmw<0). 375. E-(e| iRow> 0}. 3.76. 

E= {wil wl 1, И, +l}. 3.77. E= fwilwi>4, 0< 


< arg w <P) 3.78, E= {w|i < ш! <e, Imw 0). 3.79. Si 
w= pé, entonces la recta z= С se aplica en la circunferencia 
p = «© por la que pasa un número infinito de veces y la recta y = С 
en el rayo $ — С. 3.80. E=(W/0<Imw<a). 3.81. E = 


Fig. 100 


= (w|Rew<0, 0< Imw <a}. 3.82. Е = (wiRew-0,0— 
< im w< 2л}. 3,83. E = fw} 0< Imw< wuz іл para 
u > 0). 3.84. E = (w| Im w < 0). 


+4 Ropreséntese созар (etz 7t) en forma de composición 


de las aplicaciones w, = 12, w¿=e"L, w= + (v tu) (fig. 100). 
a 


We 3.85. Las rectas r— С se transforman en elipses Ag 2-1 


donde ai=} (е©--е-©уз (ch суз, Ple = (sh Oy, 
y las rectas y=C en las hipérbolas he = 1. 3.86. 


со: 


Puosto que la región D contiene puntos соп partes imaginarias 
simétricas, entonces el campo de valores Е será biforme; cada uno 
de los rectángulos D,—(z| —л < Reza л, —h<Imz<0 y D,— 
=={4|—х< Rez < л, 0< Imz<h) se aplicará sobre la mitad infe- 
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ya E 
rior del interior de la elipe ——À —— —-- >= 
doqhoeecA] > (eh—e-h 
g ee (e 
=1,0<0. 
Q-—y E i 
44. 5.45. O Estímese la suma integral (1) y tomando 
en consideración que |Az,| < Ass, pásese al límito para máx Азь +0. 


a È tapa, O para п = 1, e Realicose ol cam 
om 2ni para n— —1. 
bio de la variable z— z, — Ле, 4.7. | (2 - а)" = 
lz- iol-R 
баг (z - In) S 
ni para n= —1, 
_ } 9 paran=2k +1, КЕТ, k+ —1, BE ш à 
a PES 4.8. ш жы 4,9. a) 0; 
зерт ua as 
Y) —8ai. 440, —ash 1 441, 0. 412.09 29; by E 0, 


4.43, 0. 445. Q Analícese la función y (2) i— + 


CAPITULO 12 


SERIES Y SUS APLICACIONES 


$ 1. Series numéricas 


1. Convergncia de la serie. Criterio de Cauchy. La expresión 
ul Ug sss un sso Ў) Uns ч) 
ni 


Mande (uj), gy ® una sucesión numérica dada real o compleja, se Паша 
serie numérica. Las sumas finitas 


S= up SS t H in ooa 


S, = md uad eee F tip oae 2) 


se llaman sumas purciales de la serie (1). 
Si existe el límite finito de la sucesión do las sumas parciales (2) 
S= lím Sp, entonces la serie (1) so Пата convergente y ol número $, 


Te 
suma de la serie (1). 

CRITERIO DE CAUCHY Para que la serle numérica (1) sea conver- 
gente es necesario y suficiente que para todo в с> © exista № = N (e) tal, 
que para todos Iesn > y p = 1.2, ... se cumpla la desigualdad 


15р — ба | = lp E Н... F ар 1 E e 


CRITERIO NECESARIO DE CONVERGENCIA. Si la serie (1) con- 
verge, entonces 


lím u, = 0. 
na 


© 


converge y hálle- 


1 
EJEMPLO 4, Muéstreso quo la serie У) ECET 
n-í 


se su suma. 


44 Puesto que la fracción es representable en forma de 


zi) 
1 
тї, 
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entonces la suma parcial de Ja serie puede escribirse del modo siguiente 
1 


Por consiguiente, 


lím S42 Ит (= 
по а-ә 


es decir, la serie dada converge y su suma es igual a 1. pe 
EJEMPLO 2, Investíguose la convergencia de la serie У) g” y si 


е] 
converge, hállese su sima. 


44 Tenemos 
Sp =1 HI ARA damn 
Si q = 1, entonces S, = п, es decir, Иш S, = оо y por consiguien- 
поо 
а ahora q = 1, entonces 


e E 
14 174 1—4°* 


te, la serie diverge. 


Pongamos g = re, entonces g^ = MA", Para 0 < r «1 tonemos 


lím "= lim rre"9=0, 
nso mm 
Dad , 
i— =0, de donde lím Sn + Si r>1, enton- 
neo 
cos r^ — oo, y por consiguiente, no existon el límite finito 
а 


lím 


p 


fin, para г= 1 y pÆ 0 (mod 2x) el límite 


es decir, lím 
но 


y> "i ol limite do la sucesión de sumas parciales. Por 


lim el"? = lím (cos np+! sen ng) 
noo па 


(у por eso también el límite lim 5,) tampoco existe. 
mc 


= 
De este modo, la serie У) q”, llamada progresión geométrica 
л=0 
infinita, converge рага |4[ < 1 у su suma es igual а ya 
verge para [q] > 1. > 
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EJEMPLOS, Demuéstrese que la serie armónica 


1 1 "s 1 
ud ERG ЕРЕ 1 


nei 


diverge, a pesar de que sus términos tienden а cero cuando n — со 
"d Analicemos la diferencia de las sumas parciales con números 
2а у m. Tenemos 


1 3 1 
Sgt ba 


Sustituyendo cuda sumando por una magnitud menor 1/25 tenemos 


T А, 
ЖОЕ" 


4 4 
"Gad oc ug 


1 
Sin—Sn 2> 


Esta desigualdad significa que si p = 1, para la serie armónica no 
se cumple el criterio de Cauchy y, por consiguiente, la serie diverge. p» 


Muéstrese quo las series siguientes convergen y hállouse 
sus sumas: 


14. 5 1553 
Sl п (141) (2+2) 


ы 1 s 
12, 2 (ETS 
sæ 


Е - 
соз tn (14097 
ny. E y Si". 
n=1 n=0 


Utilizando el criterio de Cauchy o cl criterio necesario 
de convergencia de la serie, establézcase la divergencia de 
las series siguientes: 


E 
1 
1.5 5) === + 
2, Vs 
M 
17. У (—14y. 
=ч 
B etje 
19. у E32, 5 
n=1 
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1.11. Demuéstrese que si los términos de la serio conver- 
gente se multiplican por un mismo número, entonces su 
convergencia no se perturbará. 


- - 

1.12. Demuéstrese que si las series У) и, y v, 
n =! 

convergen y sus sumas son u y v, respectivamente, enton- 


ces también converge la serie У) (и, +), además su 
n=1 


suma es igual a u--v. Póngase un ejemplo, cuando la 
afirmación recíproca no es válida. 

1.13. Demuéstreso que la omisión de un número finito de 
los términos de la serie no influye sobre la convergencia de 
esta serie (¡pero influye sobre la sumal). 


2. Convergencia absoluta y condicional, Criterios dc convergencia 
absoluta. La serie (1) se Пата absolutamente convergente, si converge 
la serie de módulos de los términos de esta serie. es decir, eonverge 
la serie 


У 1. (3) 


[DIETE EIE 


Si la serie converge y la serie (8) diverge, entonces la serie (1) se 
llama condicionalmente convergente. 

CRITERIO DE COMPARACIÓN DE LAS SERIES Si los términos de la 

serie (1) para todos n > Ny (No > 1) satisfacen la condición [un] < bn, 
E 

además la serie de signo positivo p bn converge, entonces la serie (1) 
0 

absolutamente converge. St para n > Ny los términos de la serie (4) son 


Е 
reales y satisfacen la condición 0 < сь S | uy 1, además la serte P Cn 


“©, 
diverge. entonces la serie (1) también diverge. 
а 
П 
EJEMPLO 4. Conociendo que la serio У) magy «опус, 


1 
(véase el ejemplo 1) establézcase Ja convergencia de Ја serio 
o 


EI 
1 
» (GP entonces, tomando en con- 


ni Em 
sideración la desigualdad 
co 4 
Gy ^ вр) 


^249 


según el criterio de comparación nos cerciorumos de la convergencia 
E 
de la serie Б wo 


n=l 
En la práctica rosulta más eficaz el siguiente 
E 
CRITERIO LIMITE DE COMPARACIÓN. Si la serie vp converge 


nzi 
q< +00, enton- 


сез la serie (1) también converge absolutamente, Si los términos de las 
series Un y та sun positivos y 


absolutamente y eriste el límite finito EE 
Un 


0< lim т< +оо, 


озю 


ә 
| Un y У) Un Меп ambas convergen, v blen 


entonces las series 


= nai 
ambas divergen. 
EJEMPLO 5, fnvestíguese la convergencia de la serio 
31 —2 
Ear ө 
n1 


44 Puesto que la serie > + converge (véase el ejemplo 4) y 
ni 
ya que 
3n? 
ЕЛ 


lim : 80, 
аа 


entonces la serie (4) también convergo. 
EJEMPLOG Investíguese la convergencia de la serie 


2n4-5 
78л*—2п * 6) 
n=1 
«4 Puesto que 
Massi „5. 
ma mmn n 8 


y la serio armónica Ж 2 divorgo (véaso el ejemplo 3), entonces 
"21 
a serie (5) también divergo. В» 
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CRITERIO DE D'ALEMBERT. Si los términos de lo serie (1) son 
tales, que existe el limite finito 


entonces para 0<1<<1 la serie (4) converge absolutamente, para 
1 > 1 diverge y para 1 = 1 se requiere una investigación complementa» 
ría, 

EJEMPLO 7. Investíguese la convergencia de la serie p> 


Unai 
n 


tn 
[чч Г 


п? " 
Ame e 
n=1 
i " 
1): 2% 
Мт 308. и, (А0727, 
ros mo 277и 


Así pues, la serie (5) converge 
CRITERIO DC GAUGHY Sea 


9/Tunl=! En esti caso, st 


poco! 
0<1<1, entonces lu serte (1% converge absolutamente; si 12» 1, la 
serie (4) diverge y para L= 4 se requiere una investigación complemen- 


aria. 
EJEMPLOS. Investípuese la convergencia de la serie 
E 
5 ( Ed аы 
3n--1 E 


ni 


я _ (2045 y2n-1 
44 Tenemos un = е) , por eso 


ri (Е) (9) 


Por consiguiente, la serie dada converg Р 
Al aplicar el criterio de Cauchy suele ser útil la simiente fórmula 
de Stirling: 


0 
т=п (1) 7.7, ooi. 
EJEMPLO 9, Investíguese la convergencia de la serie 


E 
c 2" 
A+ 
n=/ 
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"Tenemos 


meen [ук дайы. 


nom no 


1 
lím (222) 2% se 


no. 


es derr, la serie converge. 

CRITERIO INTEGRAL DE CAUCHY, Sea la función f (х) positiva y 
monótona para 32:1 y supongamos que para todo nEN se cumple la igual- 
dad j (n) = l np | Entonces la serte numérica (3) converge (es decir, la 
serte (1) converge absolutamente) о diverge simultáneamente con la inte- 
gral impropia 

+» 


j Ia) dz, а; 


EXEMPLO 10, Aclárese para qué valores del parámetro p converge 


1 


la serie de Dirichlet » zs 


n=1 


»> Puesto que la función / (4) = satisface las condiciones del 


criterio integral de Саме! x entonces la investigación de la conver- 

gencia de la serie de Diric| let se reduce a la investigación de la cone 
gencin de la integral T = 

vergencio de la integral | -z> 


lim (л ре оо рага р=1, 
А+ 


рага 0<p<i, 


1 1 ) 1 1 
‚в (т=г УЕ (фу Еу Qr: sot 


De aquí deducimos 


me Ja serie de Dirichlet converge para p 2> 1 
y diverge para p<1 p 


1.14. Demnéstrese que cualquier serie absolutamente 
convergente es una serie convergente. 
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1.15. Demuéstrese que se pueden agrupar los términos 
de la serie convergente sin alterar su orden, de un modo 
arbitrario. 

1.16. Demuéstrese que se pueden reordenar de un modo 
arbitrario los términos de la serie absolutamente conver- 
gente; en este caso la suma de la serie no cambia, 

Empleando el criterio de comparación o el criterio lími- 
te de comparación, investíguese la convergoncia de las 
series siguientes: 


S a 
1.18. Ў ww 
140. E 10 5 А, 
à Lm 2 yz 


ni 


A л то аз 
12, У зп. 122, X 51$. 
nt 


Aplicando el criterio de d'Alembert, investíguese la 
convergencia de las series siguientes: 


S m45 Z mn 
1233. у "ЫЗ. 14 у. 
icu т, 

.@л+1) 


5. тетен x ау: 


avia sen in. 
126. y ==. 127. 3 A 


ni n=1 


Empleando el criterio de Cauchy, investíguese la couver- 
gencia de las series siguientes: 


1.28. i GER). 129. 3 (1+2) 


" 


1.30. 3 Un, donde acm (eer 
nei 


k ye А 


h 
2Е-Е1 ) di nd 


3k—1 


d T +2 a 
131. Y (a+) ” 
ni 


Emploando el criterio integral de Cauchy, investíguese 


la convergencia de las series siguientes: 
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SA S i 
a ld 


E 
м 1 1 
134 У y 135 2 ае адна" 
nn n=3 
Investíguese la convergencia de las series: 


136. У 3. 137. У, d. 


n-1 ni 


1.38, 2 ( Meo 13% Ээ. 
^ = 1 qu 
140. 3 uer. Бб. z( -+) 
= 


142, 100 + 204% ү олов. 


» 
143, A olo EE Еа 

4 1.5 1.5.9 1-5-9... (4n—3) 
144. y Hagn t Г (in —2) ELS 
145. У-у. 146 Mum. 

n-1 ni 
147. $ o (14 1.48. 3 ambar 
27. У »( Fux) de 4 nanamn’ 

n= -— 


? 


EET Le ттт 
1.49. . 1.50%, 2 +. 


i 


| 2-5. 2-5. 
151. A ++ 


* 8 
152 У 5—. 1853. X la(1 +24) 
ni 


nal 
1.54. PIE y. 155. х (z) 


1 1-4 1-4-7 

1.96. 57 + 100-1027 100-102-107 ++ c+ 
4-4. ... @в—2 

tea. Epa 777 


157. У Y. 158 3 — m. 
re E з ^(Ил—Уп 


S 1 Үк 
159. У-уу. 595 e" 


т=2 ni 
161. Jl. 1.62, y e, 
ei VE x MES 


1.68. y 250% 494 X 1 —. 

1.65. Investíguese la convergencia do la serie 
Y E M para diversos valores reales p y œ. 

1.66. Investíguese la convergencia do la serie 


1 ыл, 
Y) TONTA para distintos valores reales p, œ y В. 


n=3 
1.67. Cerciórese de que ol criterio de d'Alembert no es 
aplicable a la serie У) un, donde + DES 


n=1 
2% à ж 
=- +» mientras que el criterio de Cauchy muestra que 


esta serie converge. 
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3. Criterlos de convergencia condicional. CRITERIO DE LEIBNIZ, 
Sean reales y monótonamente decrecientes los términos a, de la serie de 
signo alterno 


1, —63 - as tyt o HO as p seu, (7) 
es decir, 
а>а>...>ал>..., (8) 
y sea 
lím an =0. (9) 
ne 


Entonces la seri (1) converge, además para su suma S tenemos la estima- 
ción S < а. 
EJEMPLO 11. Investíguese la convergencia de la serie 


S 1 
D jme 
n=1 е 


апыз md, 2 sss y Иш а 

noo Л 
=0, quedan cumplidas las condiciones (8) y 9 у la serie dada 
converge. La serie de magnitudes absolutas de términos, оз decir, 
ES o 


4 Ya quo an 


T 1 
=m ize apa L И 
Y пг divergo. Por consiguiente, la serie 5) (—1) z^ con 
pn ni 
verge condicionalmoente. pe 
CRITERIO DE ABEL — DIRICHLET, Supongamos que los términos de 
la sucesión (bp) decrecen monótonamente: 0, > by >... bp... 
. y lim b, = 0, mientras que las sumas parciales Sy = a, + 
mm 
Hab. dea, nm 6, 2, +... están acotadas en su conjunto, es 


a 
2 а 


pz 


<M para todo n€ N, 


Entonces la serie У! Anbn converge. 
n=l 


EJEMPLO 12, Euvestíguese la convergencia de la serie 
sen kx 
3M ER 
Aci 


44 Es obvio que en los puntos z = тт todos los lérminos de la 
e son nulos, ех decir, para х = mz la serie converge y su suma es 


igual a cero. Supongamos ahora que = Æ 0 (той л). Calculemos la 
suma 


a А n 
mE 
b sen kz = — — 53 2sen——sonk, — 


9 2 
k=1 23007 ala 


25 5- 
De aquí concluimos que para cnalesquiers n = 1, 2,... y zip 
Æ 0 (mod л) 
a 
Y) sn ke |< РЧР" ea 
т 
=i [má 


Después, la sucesión (2) deereco — monótonamente 
n nen 


lím i-o Así pues, рага z # 0 (mod л) se cumplen Jas condicio- 
mco 


~ 
son kx 
nes del oritorio de Abel— Dirichlot y por eso la serie D] 295 
hai 
converge. Por consiguiente, la serie converge para cualquier =. f» 


Investíguese la convergencia absoluta y condicional 
de las series siguientes: 


ia NE: S tr 
1.68. PE d). 1.69. 2 "S 
a 
1.70. X (--1)" -r 
ui 


n=l 
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4.4.7 (3n —2) 
С 0) р рар „ә. 


олз. Nap, 
n=? 


5 nl 
1.74. N E WIE 
= 
z 1 
1.75. 2 CD" Tanina 
— 
bas 1 
ap 
1.76. P 1) ninja * 
LT. EUR (gg. PT 
A. PE eet € У a 7 
ami nei 
A 
nei 


Cerciórese de que no se puede aplicar el criterio de Loib- 


eo 

niz a las series У) un con los términos (k Є N) mencionados 
аі 

más abajo. Investíguese la convergencia de estas series 

utilizando otros procedimientos. 


1 
1.80*- wm= VERAT 
1.81. Uma = ЗР, “a= 
1 1 
18% mit Wa. 


а 1 1 
1.83. иҗл=зу үз, Ча E 
1.84*, Demuéstrese que de la convergencia de las series 
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Ута, [2 у Y 10, 12 se deduce la convergencia absoluta 
n=1 n=i 


de la serie X a,b,. 
E] 


Se Пата producto, segun Cauchy, de las series У) am y Y ón, 


1-1 nz) 


- 
la serie У) cn, cuyos términos se obtienon según las fórmulas 
ii 


л 


ъ= № Arba "ЄМ, 


л 


Investíguese la convergencia del prodneto, según Санеһу, 
de las series siguientes: 


Sa n2, 
n8, 3i y Xd. 
ni ni 
e = x 
186. Saz y AI. 
n=1 nt 
1.87%, C +. 
n=1 ni 
md St 
18. 3l; X. 
ат e 


E 
1.89. Demuéstroso que si la serie X) a, converge abso- 
die 
lutamente y la serie У) b, converge, entonces ol producto, 
ESI 


Segün Cauchy, converge. 
Sean (vajen una sucesión numérica arbitraria, $, = 


uy, las sumas parciales de la serie convergente 


E E 
У иу HQ— Y uz, el resto de osta serie. Verifíquese 
к= kenti 


КЫ 259 


la validez de las relaciones (llamadas transformaciones 
de Abel): 


Е ua 
1.90. У, шарь № (oy — Var) Sy — 0189 + Un Sp - 
1 
m n-i 
1.991. № ur У (Pa Var) (S4— Sm) + Vn X 
pm ammi 


SEL. esc рь 
E п 
1.92. № uy У (ex aa) Head 
hemd 1 kemp? 
бына -Vaha 
1.93. Denuéstrese que para el resto /#„ de la serie de sig- 


no alterno (7) que satisface jas condiciones del criterio 
de Leibniz es válida Ia desigualdad | Ra |< ал+. 


$ 2. Series de funciones 


1, Región de convergencia de la serie de funciones. Supongamos 
que las funciones fp (2. n € N, están definidas en la región D. La 


expresión 


IA A .= 
Y nl), єй, a) 
pri 


E 
so Nama serie de funciones. Si para zo € D la serie numérica Y) fp (zo) 
n=1 
converge, entonces decimos que la serie de funciones (1) converge en el 
punto ду. St en cada punto z € D, c D las series numéricas У fp (2) 


"= 
convergen, la serie (1) leva el nombre de convergente en la región Dy. 

CRITERIO РЕ CAUCHY. Para que la serie de funciones (1) sea conver- 
gente en la región D, es necesario y suficiente que para cualquier & > 0 
y cualquier 3 € D, esista N = М (е, з) tal, que 


TA A @1 <= 


para todos los n ` N (e, zi up En 

Para definir la región de la convergen: oluta de la serie de 
Tanciones (1) se dehe emplear el criterio de d'Alembert o el criterio de 
Cauchy. Precisamente, si 


n IÍna(2 |_ 
иш LAE |- 1 


по 
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Tim Y ifs O=: 
my hO 


entonces para delermivar la región de la convergencia absoluta de la 
serie (1) es necesario resolver la desigualdad funcional £ (zh «; 1 y para 
determinar la región de divergencia, la desigualdad Muciónal 1 (2) z» 1 
En este caso, para estudiar el comportamiento de la serio en los puntos 
de frontera de la región que se obtiene, es decir, en los puntos descritos 
por la ecuación 2 (2) = f, se requiero una investigación complementa 
ria. 

EJEMPLO 4, Hállese Та rezi 
funciones 


ón de Ja convergencia para la serie do 


J A, ею, r> 
A зү 7007707 


n9n |7042)" 
empleando el criterio de Canchy, tenomos 


4 Puesto que |А (2) 1 — y хо» —7. entonces, 


ig 1 t 1 


Tim —— e lí =: o 
nmo Y RETA a YAA 3772 


1 


Por consiguiente, la sorie ci 317 
Y* 


verge si 1, es decir, para 


Д 7 
#>—-у-. Vara х-— -5 obtenomos la serie ile signo alterno 


о 


d " " 
Y) (Cot 2 que converge según ol criterio de Leibuiz. Ve este 
nei 
modo, la región de convergencia de la serie es un semimtervalo 
1—17/9, 4-2). y» 
Tlállense las regiones de convergencia de las series (т €R) 
Investígnense la convergencia absoluta de las series 


24. Nin". 22 у} BM 
nei 


amp TU р 
E à = 1 
So nl „= 
3 "тт. 2.4. Ж nig ot 
usi mi 
2.5. 2 nt. 2.6. 2 (na E ) 
pm * 


эл. NA. 28. У "ej. 
n=l n= 

29. У ems, 240. 5 ==. 
=! n=l 


FJEMPLO 2. Hálloso la región de convergencia de fa serie de 


funciones J) M ues 266: 
nei 


А Aplicando el criterio de d'Alembert podemos escribir la desi 
"чамада 


12) 607 
АГ um 


de donde deducens que Ja serie converge absolutamente fuera del 
«ено de radi 1 y con el centro en el punto t, es decir, para | z — £ | > 
zo Sobre la cirennferencia |a- 214 la serie, obviamente, 
dhverge p» 


Tlállense las regiones de convergencia absoluta de las 
series dadas más abajo (2 € €) 


242. У FIRST 
wi 


E n2n 
ZO Ll. 2 
n=1 


ES 


245. bes. — 246. 


ni 
не! 


2.17*. S (- ya 2.18. 
1 


me 


249. У (4 


п=і 


2. Convergencia uniforme. La serie de funciones convergente en 
la región £t, se Mama unijormemente convergente сп esta región, si 
a cualquier + — 0 existe M = N (е) tal, que para el resto de la 
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serie (1) 


Ва ()= 5 hs 


[= 


cuando todos n > № y z € D,, tiene lugar la estimación 


z) | < в. 

CRITERIODE CAUCHY PELA CONVERGENCIA UNIFORME. Pura 
que la serie de funciones (1) sea uniformemente convergente en la región DA, 
es necesario y suficiente, que para cualquier e > ( erista N = N (ғ) 
tal, que para todos los n > N (в) y s € Dy se cumplan las desigualdades 

Visa @) + inta @ + р lD е p=1, 9 - 

EJEMPLO 3, Hállense la región de convergencia de la serie 


AN 


nao 


la suma de la serie y muéstrese que en toda la región de convergencia 
la serie converge no uniformemente. 


+4 Puesto que las sumas parciales de la serie tienen Ја forma 
n 
Sn (1) == 2 (0А) 1 ат, 


podemos concluir que lim L5, (2) existe sólo para [z| <1 y en el 
punto z = 1, es decir, n Téglón de convergencia de la serie es la región 
Dy—(ísllalt y z—1) 
además la suma de la serie es igual a 
4 para [2] <1 
SIE EE SN e-( 0 5 ан : 
El resto de la serie A, (2) = S (2) — Sn (2) tiene la forma 


rl a 


De aquí llegamos a la conclusión de que oxisten ey >0 y N (8) 
tales, que para cualquier n > М (ey) haya zn tal, que [zm] < 1, poro 
IRn (2n)1 es Así, por ejemplo, tomando ===1/4 y n- 


antl para | <1, 
para 2=1. 


=—7— e " y eligiendo Pa arbitrariamente, tenemos | д (z5)| = 

gar 

H 1 ж T В 
cp Esto significa que en toda la región de convergencia 
D, no hay convergencia uniforme. Observeme 
cualquier región 2, = {21121 < т< 1) la 
memente, ya qne para todo 2 >0 se tiene № == N (e) = 
que para todos los z € D, y n > М (e) tenemos | R, (2 


Dm е 


1n embargo, que en 

rie a unifor- 

пе а, 
z 


гај < 
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CRITERIO DE WEIERSTRASS. Supongamos que la serie de funciones 
(1) converge en la región D, y que existe la serie numérica convergente de 
ә 


signo positivo У, a, tal, que para todo 2 € D, y para n > Na los térmi- 


E 
nos de la serie (1) satisfacen la condición 
Vs (2) | < an- 
Entonces la seric (4) converge absoluta y uniformemente en la región Dy. 


La scrie У) a, se loma mayorante para la serie (1). 
nmt 


E 
ESUMPLO 4. Uállese la rogión de convergencia de la serio Dy y 


n=l 
y muéstrese que en esta región la serie converge uniformemente- 
4 Apliquemos el criterio de d'Alembert. Tenemos 
| antin? 
MEL 
Por consiguiente, en el eirculo | 2 | < t la serie converge. En la frons 


tera del círculo, es decir. para | z | = 1, obtenemos la serie conver- 
gente: 


=. 


24 
[nn 
n=1 
Wn este caso Ja serie inicial converge en el círculo cerrado | z! < 1. 
Pero como pura todos los | 2| < 


ni 
Ino E e-i, 


la serie converge absoluta y uniformemente. p> 


Hállenso la región de convergencia y la región do conver- 
gencia uniforme de las series dadas (x ЄК, z € C): 


n-i 


= e ыз (at 
2.21. (Ya. 222. > Gr 
n=1 ni 
S snn y c» 
22. JE. imo IL. 
n=i n=i 
" tg mi - n 02—10)" 
Eus utr. Sr, 
n=1 ni 
p 5 а < 1 
2.27. A nes, 2.28. à ene. 
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2,29*, Demwóstrese que la sorie У) Ae TER, 


no 
converge absolutamente en todos los puntos, pero no 


convorge uniformemente en uingün intervalo, dentro o en la 
frontera del cual se encuentra cl punto х= 0. 


2.30. Demuéstrese, que la serie zc D i 
Pez 


æ ER, converge absoluta y uniformemento en Lodo el eje 
numérico, mientras que la serie de magniludes absolutas do 
los términos de la serie dada (la serie del problema 2.29) en 
todo el eje numérico converge no uniformemento, 

2,91. Einpleando el principio de máximo del módulo de 
la función analítica, demuéstrese que si los términos de la 
sorie (1) son funciones analíticas en la región D y continuas 
en la rogión cerrada D = D + T, y si la serie (1) converge 
uniformemente en Ù, entonces converge uniformemente on 
la rogión cerrada D (segundo teorema de Weierstrass). 

2.32. llállonse la región de convergencia y la región 
de convergencia uniforme, así como la suma de la serio 


Me 


(ree). 


n 


0 


. 3. Propiedades de las series convergentes uniformemente. Enun- 
ciemos vartas propiedades en forma de problemas. 


3. Demuéstrese que si los términos de la serie de 
funciones (1) convergente uniformemente en Га región D, 
se multiplican por una misma función y (2) acotada en la 
región D,, entonces Ja convergencia uniforme de la serio 
no se altera. 

2,34. Demuéstrese que si las funciones f, (2) son conti- 
nuas еп la región D, y la serie (1) converge naiformermente 
en esta región, su suma f (2) es continua en la región Dj. 
. Demuéstrese que si las funciones у, (z) son conti- 
nuas en la región D, y la serie (1) converge uniformemente 
en osta región, se puedo integrar lérmino a término a lo 
largo de cualquier curva Z, situada enteramente en la región 
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D,, es decir, Пепе lugar la igualdad 


K à fa ())dn = >, У Jr. eon. 


n=l 
2.36*. Demnéstrese que si las funciones f, (ж) son dife- 
renciables en el segmento la, bì, la serie de funciones 


b fn (х) converge y la serie de las derivadas ‚7 fa (2) conver- 


ge uniformemente, entonces la serie inicial "puede diferen- 
ciarse lérmino a término, es decir, se cumple la igualdad 


(Èn (2))'= S һ@. 


т=1 n=l 


Para Jas series convergentes uniformemente de las funciones ana- 
líticas se verifica el 

TEOREMA DE WEIERSTRASS. Si los términos de la serie de funciones 
(4), es decir, lus funciones [,, (2), son funciones analíticas en la región D 


y en cualquier subregión cerrada D, c D la serte (1) converge uniforme- 
mente, entonces 


a) la suma de lu serie (1), es decir, la función f (2), es analítica en 
la región D: 


b) la serie (1) puede diferenciarse término a término cualquier número 
de veces, es decir, sun válidas las igualdades 


* 
19 (2)= У) 300 (9), k=1, 2, ... ZE D3 (2) 


"=ч 


с! en cualquier subregión cerrada D, =D los series (2) ublenidas 
como resultado de la diferenciación, convergen uniformemente. 


2.37. Empleando la afirmación de Jos problemas 2.34, 
2.35 y el teorema de Morora (teorema inversa al teorema de 
Canehy), demmnéstreso la afirmación а) del teorema de Weiers- 
trass. 

2,38. Valiéndose de la fórmula de Cauchy para la deriva- 
da y de la afi ión del problema 2. domuéstrese la 
afirmación. b) del teorema de Woiorstrass. 
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$3. Series de potencias 


1. Región de convergencia y propiedades de las series de polen- 
cias. La serie 


cote (2— 29) H- £a (1 — zo) (®—,)” |- 


bes D) enu) 0 

n=) 
se llama serte potencial de potencias (z — z,). En particular, la serie 
ES = У) ear 2 


es potencial de potencias де 2. Sustituyendo z — 2) = Z la serie (t) 
se reduce a la sorie (2). 

TEOREMA DE ABEL. Si la serie de potencias (2) converge en el punto 
z= z Æ 0, converge absolutamente para todos los z tales, que | z| < 
«Cim l, además la convergencia será uniforme en cualquier círculo 
cerrado |z| < r < |z|- Si la serie (2) diverge en el punto z = 13, 
también diverge para todos los 3 tales, que | 21 > | 2, |. 

Del teorema de Abel se deduce que la región de convergencia de la 
serie potencial es un círculo con el centro en el origen de coordenadas 
(ron el centro en el punto zo), cuyo radio puede ser definido, aplicando 

ien sca el criterio de d’ Alembert o el criterio de Cauchy, es decir, de 
las condiciones 


Сал 


|= 121 lím 


aro no 


Tim 7/ Tegz?] == |2] Vm Y Jen] < 4- 
m / Tear] = [г] Wm 5/ Ten 


no 


De au. para calentar el radio H del cirento de ecnvergencia obtene- 
mos la relación 


1 
о R=— == 
" & im y 
MES Jim Y Ten 
no єп 

EJLMPLOA. Investiguese la convergencia de la serie 


m у me "Tm 
mx + SE sees ugs *e-2 ET = 


not 


4 Apliquemos el criterio. de d'Alembert: 
ES СЕТ 


Un— qam TE 
Y 
eo] paa пз. 3а A ES 
An [RF сорау $ аф 3 ^ 


Ue aquí llegamos a la conclusión de que la serie converge en el círculo 
ТЕР Lucre, en la frontera del círculo, es decir, para 
1254621 = V3 tenemos 


HAS 


u=1 ni 


Jo que significa que la serie converge absolutamente en cl circulo 
verrado | z 4 212 43, además, la convergencia en este círculo оз 
uniforme. pe 


ЗА. Enüánciese ol teorema de Abel para la serie (1). 

3.2*. Determíuese que la serie potencial (1) posee las 
propiedades siguientes: 

a) en el círculo de convergencia | 2 — Za | << R la suma 
de la serie potencial f (z) es una función analítica; 

b) en el círculo de convergencia | 2 — 2, | < /t la serie 
potencial se puede diferenciar término a término cualquier 
número de veces, además, las series diforenciablos tienen el 
mismo círculo de convergencia |z — 21 | < R: 

с) la serie (1) puede ser integrada término a término 
sobre cualquier curva situada en el círculo de convergencia, 
con la particularidad de que la integral depende sólo de los 
extremos de la curva de integración y la serie, oblenida de'la 
serie (1) como resultado do la integración desde zo hasta i 
tiene el mismo círculo de convergencia |z — Zo | « A 

3.3*. Supongamos que la serie de potencias (1) conver; Д 
on el círculo |2—„|< R, R > 0, y que f (2) es la suma 
de esta serie. Muéstrese que los valores de las derivadas 
JU? (2) en el punto z, puedon expresarse mediante los coefi- 
cientes de la serie (1) según las fórmulas 


0,1, 


Hállonse las regiones de convergencia absoluta y las 
regiones de convergencia uniforme de las series siguientes 
iz € C). Sustituyendo en estas series z por z € R, investi- 
guese la convergencia absoluta y uniforme de ellas. 


f" (n) - піс, n 


34 NEL. 35 у A. 
mi Á 
ind PL 

34. $C ap ELA 
mt 
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3.7. 

3.8. 

3.10. 
3.12. 
8.18. 
3.14. 
345. 
3.17. 
3.18. 
3.19. 


3.21. 


Ў cam 29607 
| атру о 


ni 
өз 2% (z— 2m (;—3pm 
B o n 3 (09 олу 


e di Y S МЄ, 
У (= 0%" па". 344. Sa, 


a) mat 


© 
» (204-1) 2" 


EE 
D (rir) re-i". 
т | 
У 102—0)". 
n=l 

Врт 


3.16. 5 fr. 
mei 


bl (Зл 4 1) 61)". 


(2—3)^ 
3 Gayo (en FiA 


ni 

3 па 3.20. Say 

Si abc > A im uv 4 
Sm A y ent ү 

У ватт. MEO Xx) @—10% 
n=2 =! 

dal Se а Be иң 27 (1—3 
De зм. X (у eT 

im ч 


be 


4 < 02—36° 
3.26. 2 атра 


> 
i 
i 

* 
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2u—1 


3.27. У (19 EE (a 3)", 
ni 


E А 
3.28. Умом. 3.20 DOS. 
n=1 


n=1 


3.31. 3 2n, 


n=0 


n| 2n * 


3.80. Y 2" 
n=1 


CN 
332. у EE. 


ned 


2. Desarrollo de las fui 
el siguiente 

TEOREMA LE VAYLOR la función f (2) analítica en el círculo |;— 
— zo! « П se representa univocamente en este círculo por su serie de 
Taylor 


¡ones en serie de Taylor. Tiene lugar 


а= У) en =z)” 
n-0 


cuyos coeficientes se determinan por las fórmulas!) 


Ко) 1 f IQ 
f m meon ут 
zo 
rot 
n=0, 1, ... 


COROLARIO. $1 la función f (2) es analítica en la región D yat, 
entonces en el circulo | 2 — zo | < R (т, D), donde R (ду, D) es 
la distancia mínimo del punto гу hasta la frontera de la región D 
о hasta el punto más próximo z', en que ў (2) no es analítica, f (2) 
puede representarse en Torma de una serie de potencias 


10) = У) en (во) (3—20)" (3) 
E 
cuyos coeficientes se determinan según las fórmulas 
( 109 (zo) HU 
en (2) — —H * m nT d 


"+ Aquí y en adelante para anotar las integrales curvilineas a lo 
largo de un contorno cerrado (integrales de contorno) empleamos el 
signo ordinario de la integral. 
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Si 2, = 0, la serie de Taylor se Пата también serie de Maclaurin. 
EJEMPLO 2. Desarróllese la fun п f (zi — sh z en serie de poten- 
cias de z (es decir, en serie de Maclaurim. 
е2—е-2 


«ә que sh = 


es analítica en todo el plano, entonces 


según el teorema de Taylor su serie de Maclaurin convergirá а ella 
en todo el plano. Tenemos 


(sh 202") =chz, n=0, f. 


(sh 209) = shz, ле №. 


та за (0) л+л) (0) 
Por consiguiente, ол 0-0 У nea і d a 


= т » y el desarrollo buscado tiene la forma 


E 


а 
02 par 260. > 
per 


OBSERVACION. Si se examina la serie de Taylor de la función 
1 (х) de variable real, es decir, la serie 


ў 9 ау 
n-0 


entonces, para que la igualdad (3) sea justa (cuando z = z y zy = 20) 
es necesario y suficiente que el término residua) de la fórmula de 
Taylor 72, (z) tienda hacia el cero para n —> ос. El término residual 
puede ser anotado, por ejemplo. en la forma de Lagrange 


RM 
Ry (ye ECTS qon (аа 40 (220) 
donde 0<0=<1 


o en la forma de Cauchy 


Fs (jim fea 10) (24-0 (220), 


o en oualquier forma arbitraria. 

JJEMPLO3. Desarróllese la función «* en serte «le 
cias de z. 

« La función  (z) = ех es infinitamente dilerenciable y (400 = 
= æ, Por consiguiente, fc» (M = 1. La fórmula de Taylor con el 
término residual en la forma de Lagrange tiene la forma 


de, uei 
a=) tan” 0<0. 1 


Taylor de poten 
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En cualquier segmento finito z € [—a, a), a > 0, tenemos 


e фин ы ru 
Jim Uta (= Mn pr «eim pr 


y por eso para todo r ER 
gn 
же 2 EN 


rios problemas se recomienda emplear los signieu- 
unciones elementales; 


Para resolver 
tes desarrollos de 


л 
а) rt Ж + =) « ec. 
n=1 
= 
b) сов2 = 1 у] (—1?x 
sa n 
E 
хуг" zC. 
3 game. T 
E ye tmm e - " 
e) snz = 2 asp D'un ке =D) (DAX 
gant se 
X mr 


d) In(1-2)=2 JE eom -= у (=i) x 
ni 


EI 
I t: 
bic 13 


na 


Рук akd 2 (1) 


0) arctgz=z— nam 


л 
Хг, 
i @+0®=1+а4+-®@—0. аф. 


l <1. 


ENS ананар 


+3 AA | ш, apii 
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ten el caso cuando a = m € д] la función (1 + 21% se desarrolla según 
el binomio de Newton en polinomio. además el desarrollo se realiza 
en todo el plauo). 


g) para a = —4 de fi obtenemos una prozresión geométrica infi- 
nita con denominador —z 
1 2. з. aw 
RR AM ees 


la <t. 


EJEMPLO 4. Desarrállese la función In (2— 5z) en serie de polen- 
cias de (2 -]- 3). 

44 Transformemos el argumento de nuestra función. formando la 
expresión (2 + 3) con cierto coeficiente. Tenemos: 


In (259 e 1n (25 (243) - 15) 1n n(1-0+9)= 
ET u (1-5) Я 


Apliquemos el desarrollo d) para lu (4 + н), pouiendo н 
+3). Ya que el desarrollo d) se verifica para |u | <= 4, entonces 


nuestro desarrollo se cumplirá раса 1712 БЗ 1. De este modo, 


> 
та@—5у=1а 74-3) 0 ( fiera)" L= 
ni 
$ (5 y eran NI 
=n- ES 


n=1 
Señalemos que en el eje real en el 
armónica) y eu el punto г 
converge. Por consiguiente, [—32 
gencia en el eje real. pe 

A menudo para desarrollar la función en serie es cómodo diferen» 
ciar o integrar los desarrollos conocidos y para desarro! as frac- 
ciones racionales es conveniente desarrollarlas en fracciones simples 

EJEMPLO 5, Obténgase el desarrollo dj para ls función f(z 
=m(14 2. 

4 Tenemos 


unto z = 2 5 la serie diverge (serie 
%5, según el criterio de Leibniz 
, 25) es el intervalo de conver- 


А 
4 
In (L4 a. 
$ 


donde el camino de integración no rodea el punlo == —1. Señale- 


mos que la función para | [ < 4 es la suma de la progresión 


Tim 
18—0861 278 


geométrica con devominador (—m), es decir, 


además, si | q | s | 2] « 1. la serie converge uniformemente y 
puede integrae términ 


ienemos: 


j EE 
=> {сата 
D 


[EX 
0 np 
E mn X 
=) OS (11 > 
n=0 nm] 


EJEMPLO 6. Desarróllese la función 


220419 


Io 


en serio de potencias de z. 
4 Desarrollemos f (2) en fracciones simples. Tenemos 


1 2 
iai rum te F: 


Según la fórmula de la suma de la progresión geométrica 


1 0 1 it 2z үп 25 
ep E л tein (ar) (dew 
d 


Teniendo presente que 


( 


y consideraudo la afirmación b) del problema 3 2, obtenemos 


2 2 пат 2 oq air 
=; s =з RA 1818. 
0 


pur 
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a término. Por eso para z tales, que | z| < 


so 
1, 


Sumando las series para tenemos 


1 2 

05 У 3 
ie 2(- i 

102 У (20) 


n=0 


EJEMPLO 7. Desarróllese la función 


А 
n=) дели 


0 
en serie de potencias de ж (z CR). 


du 


«€ Conociendo el desarrollo do la función sen n= БЫ (DA x 
[ur] 


GS (véase ol dosarrollo c)), tenemos 


SOn и 
a5 D EFT zm 66 


y рог eso, utilizando la propiedad с) del problema 3.2, obtendremos 


fons E Б сай 
son ш 
[am > C» жерт 
0 h=0 0 
I ЗА+1 
=> AAA 
-2 C arae 6h 
Recurriendo al teorema de Taylor (a la fórmula de Taylor 
con término residual en una forma cualquiera para Ia fun- 
ción de variable real) desarróllonso en series de potencias 
de 2 las siguientes funciones, verificando de este modo la 
validez de las relaciones respectivas de a) — f): 
3.33. e”. 3,34. соз 2. 3.35, sen 2. 3.36. (1 4- zy*. 
3,87. 2. 3.38. son(2—F). 3.39. costa. 


Escríbanse los primeros tres términos no nulos del desa- 
rrollo en serie de potencias de z de las siguientes funciones: 


3.40". ш. 3.41. . 3.42, (hz. 3,43. е созт. 


18* 215 


Empleando los desarrollos de las principales funciones 
elementales a) — g), así como la posibilidad de diforenciar 
e inlegrar término a lérmino las series potenciales, desa- 
rróllense las funciones en series de potencias de z o indíquen- 
se las regiones de convergencia de las series obtenidas !): 


3.44. e-". 3.45. ton?z. 3,46, y 


2 2 3/37 1 
3.47. "EU 3.48. / 277—2. 3.49. Vers: 
КОЕ " 3 
350. E 351. th. 
8.52. (1 — 2) e”, 3.53. ch z. 
3.54. sen 22 | 22 соз 22. 3.55. seu 22 cos 2z. 
3.56. In (1 į 2— 222). 3.57. In (22 + 3z + 2). 


3.58. In(z-.- V 1-22). 3.59. arctgz. 


3.60. arcsenz. 3.61. Jen dq. 
0 


3.62. jn ani di. gogy EEE 
0 
3.64 z sen 2—14 с052 


Desarróllense las funciones en series de polencias de 
(2 — т) y determínonse las regiones de convergencia de 
las series obtenidas: 


3.65. 2—222—52-2, „=—4. 
1 
3.67. > =. 


3. icr 45-2. 

4 1 1 "EN 
E EE 
3.0. 2, a—1 3.74%. $, 2=2. 

3.72. een Z, = 2. 3.73. ei. 20 == 5 


4. sen (22 Az), 20 = —2. 

75%. Jn (52 -|- 3). 2, = 1. 

3.76. lu (22 | 6z 12), za = —3. 

1) Véanse lambién los problemas /4.81.— 4.36 
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Hállense Jas regiones de convergencia de las series indi. 
cadas y sus sumas: 


3.77. X (—1" (n +1) (04-2) 2". 


3.78. Dn(2+1). 3.79. У 


те! п=0 


3.80. *j(—1)'ac:2", a40. 


10 


3.84. Y (-1(n41) 22". 
img 

3. Teorema de unicidad. Prolongación analitica. Enunciemos 
el teorema de unicidad: 

Si las funciones f (2) y g (2) son analíticas en la región D y en el 
conjunto de distintos puntos (ае que tiene el punto límite a € D, se 
cumplen las igualdades f (zp) == Y (tp) n EN. entonces 

1 (2) = g (2) en todos los puntos de D. 

Supongamos que la función f (2) es analítica cu Ja regi 
función g (2) es analítica en la región D, tal. que la i 
D fj D, = D, contiene una sucesión de distintos puntos (3ndngy que 
tiene por lo menos un pauto límile а € Py. Sea, además, f (2) = g (2) 
рага s € P, Entonces la función 


f(z) para 2€ D, 
Uo рага zE DNP: 


se llama prolongación analitica de la función f (22 de la región D a la 
región DN Da. 
EJEMPLO 8. Demuéstreso que sj la función / (2) es continua en la 
iy" 


—3\" 
“ач. * 


Pa 


sogión D que contieno el punto к = 0, y sl f E- para n = 


= n t 1, лу- + +, entonces f (2) по es analítica en la región D 
(no > entere). 


4 Puesto que 1 (z) 


continua eu A. también continua en el 


segmento del eje re: 


А 
n+1 


1 
al, mientras que en los puntos vecinos e = — 
п 


yr= em пу, ella toma los valores de los signos opuestos 


к t 1 
Por eso existen los puntos z, € (ттт, E) en los cuales Ру) = 0 


у, además, z, > 0. Por consimiente, en los puntos z, € D la función 
{ (2) coincide con la función analítica g (2) = 0; yu que f (z) +0 
] (2) по puede ser wma función analítica. Be 

EJEMPLO 9. Demuéstrose que la función 


1 2 2" 
Os tata 
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es prolongación analítica de la función 
Р = 2420 H rif deus. 


4 Delerminemos la región de convergencia de las series para 
El y 1(0. Tenemos: 


‚© / ТҮ" z 
m. V ml |<: 


es decir, la serie рага g (s) converge en la región D, = {z | Re z < 1/2 
fvéase el problema (2.20)), mientras que la serie para / (2) converge 
en la región D, = (21121 < 1/2). 

Determinewos las sumas de estas series en las regiones indicadas: 


СЕ 


giz) Бн) 


4 


Ya que D, c D, y eu la región Da se verifica la identidad / (zi = g h 
la función g (z) es una prolongación analítica de la función f (2) de 
la región y a la región Di. р 


3.82. Domuéstrese que para todo a = 0 y [а |= 1 la 
ecuación funcional f (2) — f (az) no tiene solución, que sea 
analítica en cl punto z = 0 y su entorno, y distinta de 
f (2) = const. 

3.83*. Demuéstrese ol teorema de unicidad en el caso 
cuando V z € D (g (2) -- 0), es decir, demnéstrese ol Leorema 
siguiente: si la función f (2) analítica en la región D se redu- 
ce a cero en los puntos (z,),€N situados en la región D y tales, 
que lim z,:- 4 € D, entonces V z € D (f (2) = 0). 


99 


3.84. ¿Será analítica Ja función f (2) en el punto z—0 
y su entorno, si para todos los n>n enteros satisface la 
an 


relación f (i)- зеп 2 
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3.85. Hállense las funciones analít f 43) en el entorno 
del punto 2 == 0, que satisfacen las condiciones: 


© а) пем 
Y ne 


3.86.. Muéstrese que la función 


es prolongación analítica de la función 
H 
1 хү? 
ta=7 (+). 
n=0 


Hállese Ja expresión analítica de estas funciones en la parte 
común de las regiones de convergencia de las series. 
3.87. Muéstrese que la función 


OE ns (61-20% 
(enda 294 D (0 E 
n=1 
es prolongación analítica de la función 


EI 


fo- (Mm. 


n=1 


Fállese la expresión analítica de estas funciones en la parte 
común de las regiones de convergencia de las series. 


$ 4. Aplicación de las series de potencias 


mes, Los desarrollos a) g) 
funciones correspondientes 
tud 
m exactitud hasta 0,00001. 
a Їписїби ех tenemos 


1. Cálculo de los valores de las fune: 
del $ 3 permiten obtener los valores de 
en Jos puntos dados con cualquier ex 

EJEMPLO 1. Hállese el número e 

4 Sustiluyendo z == 1 en el desarrollo da 


а x 
1 1 
dat YA 


m hanpi 


Estimemos el resto 


һ=т+! 


T Р <A 
Par consiguiente, la igualdad e=) Fr tiene un error absoluto 
hu 
1 


o igual. TIallomos л para ol cual < 0,0000! ó 


тн пів 
8 


1 
at n > 100000. Obtenemos п 22 8. Calculando 24 У) рр y redonde- 


ando, hollames lo respuesta con la exactitud" requerida do e= 
2,71828. e 

1. Determínese el número de términos que hay que 

tomar en el desarrollo de la función In (1 x), para calcular 

In 2 con exactitud de hasta 0,0004, 

4.2, Delormínese el número de términos de la serie que 
hay que tomar en el desarrollo de la función cos z, para cal- 
cular el eos 10 con exactitud hasta 0.0001. 

4.3. ¿Con qué error absoluto límite se puede calenlar 


Ате 5 p \!% 
TE E 


serie binomial? 


tomando Lros términos de 


" ] Д 

4.4. ¿Para qué z el polinomio 2—4 ! D» da el valor 
de la función senz con exactitud hasta 0,0001) 

4.5. ¿Cuál es el error absoluto límite de la igualdad 


FM г at 
SA LI——-— 
Vattr—adu— uu 


al caleular la 152 
- Emploando los desarrollos correspondientes, calcüleuse 
los valores indicados de la función con exactitud hasta 


0,0001: 


46. үг AT. 1 48 sm, 
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4.9. sen 12°. 4.10. cost. 4.41%. sen 1000. 
A4.42*. 20/590. 4.13%, V 15. 4.14%. 9/700. 


44 


5*. In2. 4.16. arclg 


zh 
клы 


4.47. £,(0,5), donde Г, (2) = S (—0* 
h=0 
448. sh 1. 4.19. ch 4. 


En los problemas 4.20—4.29, empleando los desarrollos 
en series potenciales, se roquiere formar eu Fortran los sub- 
programas-funciones para calcular los valores de las fum- 
ciones indicadas. con el error absoluto límite dado. Utili- 
conse los parámetros X, EPS, donde X es el argumento 
y EPS es el error absoluto límite. Se debe escoger los nom- 
bres de los subprogramas que no coinciden con los nombres 
de los subprogramas funciones estándares correspondientes. 


4,20%. y = sen a. 
4,22%. y ~. e. 


4,24. y n (1) z). 


4 y с агуу. 
4.27. y += Jo (x) (véase ol problema 4.17) 
4.28. y — sh a. 4.29. y = ch x. 


4.30. Compóngase en Fortran el programa de la resolu- 
ción de uno de los problemas 4.6—4.19, aplicando los subpro- 
geamas-funciones recibidos al resolver los problemas 4.20— 
4.29. En el programa es necesario prever la comparación 
de los resultados calculados por medio de la composición 
de un subprograma-función y empleando el subprograma- 
Innción estándar. que entra en la biblioteca de los subprogra- 
mas obligatorios. 


2. Integración de funciones. Desarrollando La (unc són subinl 
[ (0) en serie potencial. se puede, aplicando el teorema de La int 
х 


ción de las series poten iales, representar Га interal ( ае forma 


de serie potencial y caleulur el valor de esta integral coa exactitud 
profijada quier valor de 2. a partir de la nilezral de conver- 
gencia de la serie obtenida 
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x 


EJEMPLO 2, Desarrólleso Ja función Jen di en serio potencial 


0 
de potencias de =. 
h 
A Empieamlo el desarrollo es У) £r obtenemos 
h= 
ES ил 
e. Eq 
1-0 


en todo el eje numérico, Haciendo uso de la integración término a têr- 
mino, hallamos 


E 


Ў im їзє > 
к=» 


Desarrólleuse las funciones dadas en series de potencias 
de æ: 


а " 
4.31. PL ш. Ax. c :byr SERE I 
Я 


247 


0 
A 
4.33. LI di. 434 


x 
4.35. | 1, (1) tdt (véase el problema 4.17). 
o 
à 


* 
436, | har. 


Calcúlense Jas integrales con exactitud hasta 0,0001: 


0,3 "> 
ag, | “Ч+5 a 438 | lar, 
{ і 
0,5 B 0,6 


4.39. | 4.^0. EAE F de. 
à 


E 
1 

4.41, | 442. | 22 us. 
| 
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En los problemas 4.43—4.47, empleando los desarrollos 
en series polenciales, fórmese en Fortran el subprograma- 
función para calcular las integrales dadas con el error absolu- 
to límite prefijado. Los parámetros son X y EPS, donde 
X es el límite suporior de integración y EPS es el error 
absoluto límite. 

х 3 
4.43. Si (= | а. 4.44. ori а= 2 { e-? dt . 
n t үл 0 


4.45. (1-9) а (5220, a0). 


4.46. 


Sar c 


: 
EUR, алт. (PEED ш, 
e 


4.48. Empleando los subprogramas-funciones obtenidas, 
resolviendo los problemas 4.43—4.47, fórmese en Fortran 
el programa de resolución de uno de los problemas 4.37— 
4.42. 


3. Obtención de las sumas de series numéricas. Aceleración de la 
convergencia, Determinando la suma de una serie numérica se calcula 
su suma parcial, рага la cual la magnitud del resto de la serie цо so- 
brepasa el error absoluto prefijado. Aplicando los desarrollos en series 
potenciales conocidos, se puede expresar, en algunos casos, la suma 
de la serie numérica en forma del valor de la función en un punto 
determinado. 

Dernuéstrense las ignaldades indicadas: 


= 
4.49. Down xn 
4.50*. PE D PENAS NETS Perm 
IS REFERO T 

= афт — yc (PEN). 
4.52%. 2 (aya = n2. 
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ч М, Ж 1 
458. У (0р 


n= 


Hállense las sumas de las series sin calcular las sumas 
parciales: 


© 1 A * 1 
454. Y 455. $)(—1Y-m 
n=l Ld 


456. 34, 


- 
4.57. 5 теъ Fi) 


mæn 


459. 0 agre 460. aa 


теб n=0 


Citanda se determina Ja suma de una serie uumórica se requiere 
tomar un número grande de términos, si el resto de esta serie tiende 
lentamente a cero. Esta serje debe ser trausformada en serie, cuya 
resto tiende а cero más rápidamente, Esta transformación se Пата 
aceleración de runvergencia de la serie. Uno de lus métodos de acelera- 
ción ile convergencia es el método de Kummer. La suma desconocida A 
de la serie convergente 


Nn a) 
ка 
so calcula según la fórtaula 
ES 
А2984 У! (ак - qd, (2) 
Die 


donde D es la suma conocida de la serie У) b tal, que existo cl 
Е 


límite 


La serio 


У) (аһ -abw (8) 
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converge más rápidamente 
de la serie (3) os un infini 
la zerie (1i. 


que la serie inicial (1), es decir, el resto 
mo de orden más elevado. que el resto de 


1 
EJEMPLO 3. Mállese la soma de la serie 2j qr con exactitud 
imt 
hasta 0,001. 


4 Aclaremos cuántos términos de la serie dada hay que tomar 
pora alcanzar la exactitud requerida, Eslimando el resto (véase el 
problema 4.49) obtenemos 


S - 1 NT is 
У т< У TEI “Ж тру = $9005 
he=n-+1 kanti h-n 


de donde se deduce que n > 1000, es decir, qur. obtener la exactitud 
indicada se requiere lomar 100£ términos de la serie inicial. 
Mejoremos la convergencia de la serie, Poniendo en la fórmula (2) 
1 
ai yr. з= =i 


— — "—— 
у, 91 TEE) 


hallamos (véase el problema 4.49 para a = 0 y n = 1): 


" А " А 

1 1 t 4 
334-2 Tees 2 mary +2 иер © 
hai k=1 head hai 


Apliquemos la fórmula (2) para transformar la serie Ax 
hmi 


x 


, poniendo ahora ар = 


1 1 1 
T) ч A зсттутатоу 
q=i y ap— gbr = гага гуи Entonces, considerando (4), le- 
nemos (véase el problema 4.50 para a=0 у n=1) 


M 1 $ П 
3 Li] (ЕЛУ HX HUS 


> 


=! 


ШЕР: 1 
=1+у5+2 D рүүчү 
h=1 
Sd 
El cálculo do la suma do la serie 2j траг se redujo al cálculo de 
h=1 
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la suma de la serie 


1 
2 ENET)G27 
k=: 
Fstimando ol resto 
Е 1 ы 1 
У mamas D пур 
кеп+1 h=n+1 
0 1 


-5 ЕО 03243 3u»T0)00r2' 


hn 


obtenemos o 0,001.2, do donde п> 1 q 72000 ~ 666,7 6 nz9, 


es decir, la exactitud requerida se йөз: рага n==9, Рог consi- 
guiento, 


S d de 1 ы Е 
2 Pur 2 mappa pg it 0220407 —1,45. 


Aplicando una vez más la transformación a la serie рУ х 
hei 


1 5 n А " 
x И ЕУ ЕУ se podría mejorar más la convergencia. p> 


En los problemas 4.61—4.65, aplicando la transforma- 
ción de Kummer, hállenso las sumas de las series indicadas 
con exactitud hasta 0,0001, tomando con este fin no más de 
10 términos de la serie obtenida. Utilícense las relaciones 


в 
1 " al 
Xu y 50-0" 5 


(1-5) 029. 
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Los valores de la función zela & (p) se toman de la tabla 


1; 2020569032 
10823232337 
110269277551 
110172420620 
110083492774 
150040773562 


4 
6 
7 
8 


"E: 
У рр. 402. Y sent, 


mt ml 


4.61*. 


o 


4.639. X cL. 46649. X (T tco 


nn FS 


$e) > 
oz "n 
455% M (pru 
iet 


4.66. Fórmese en Fortran el programa para resolver uno 
de los problemas 4.61—4.65. 


4. Integración de las ceuaciones diferenciales aplicando las series. 
Las series potenciales se emplean ampliamente en Ja resolución de 
ecuaciones diferenciales. Para una serie de ecuaciones diferenciales se 
ha mostrado, que la solución y (=) es representuble en forma de lu 
sorio potencial 


(00 (т, 
у= 2 an (z— zo) У) um ca Talh, 15) 
[ж] h=0 
cuyos coeficientes se pueden determinar de distintos melos, teniendo 
en cuenta Ја igualdad dada. 

a) Sea que se requiere hallar Ja solución de 14 ecuación 
= f (æ, y, y), que satisfaga las condiciones y (ro) = ies y (tot 
además, la función / (г, y, у) en el punto (ту, во. pi) Ucne deri 
das parciales de cualquier orden. En este caso los coeficientes y(4 (го) 
de la serie (5) se determinan diferenciando sucesivamente la ecuación 
Ку y sustituyendo en clla хо y los volores ya hallados de y" (шу, 
y" (to -e 
EJEMPLO 5, Hállese la solución de la ecuación y” s*y. que satis- 
face las condiciones y (0) = 0, y' (0) = 1. 


" 
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а Tenemos өп = 0, у” (M = 1 y a partir ecuación dada 


hallamos y” (Uy -u Luego, diferenciando lu ecuación, tenemos 
Ж" ау oix 
iy 


у c xt" d Ars! | 24, 
aty" Ez Hy", 


y 


y 


styl | 2kzg(i71)- К (Kk 1) y, 


y para 2=0 recibimos de aqui 


yet (0) = k (k— 1) y(k73 (0), k=2, 3,... 


Puesto que y (0s y" (0) =y" (0) 0 e y (0) —1, entonces 
gto (0) = yc (0) — yemem (бу 0 


Vor consiguiente, 


O 2-3-6-7... 4а 1.2) (4n4-9) 
„= =” am Ма РТИ 
LE 


Según el criterio de d'Alembert la serie obtenida converge para todo 
хе, es decir. la función y б) definida рог esta serie es la solución 
de da ecuación dada para cualquier x. pe 

Hállense las soluciones de las ecuaciones que satisfacen 
las condiciones dadas: 

4.67. y" - “y, y(0)=y (0) = 1. 

4.68. y" = —a*y' — 2ry d- 1, y (0) = y' (0) = 0. 

Hállense los cinco primeros términos del desarrollo de 
la solución de la ecuación diferencial en serie potencial: 


4.69, y' - ay, y 
y (0) = y’ (0) 


4.70. y Я: 
АТ. y" = =, y (0) -=1, y (0) = 0. 


b) Si la ecuación diferencial inicial es linea] respecto а la función 
buscada y sus derivadas, además el coeficiente de Ja derivada de alto 
orden en el puntoz, es diferente de cero, entonces es necosario buscar 
la solución en forma de la serie (5) con coeficientes indelerminados 
ак, k — 0, 1,,.. El carácter ligítimo de este método se deduce de la 
afirmación que se demuestra eu la teoría analíliea de ecuaciones 
diferenciales, que citamos para la ecuación de segundo orden, 


288 


TEOREMA 4, Si en lu ecuación diferencial 


ро GV i^ Е руб) y! t pa (а) у х= (0) (6) 


las funciones py (4), p, (2), ру (2) y } (2) son analíticas en el entorno del 

punto xy y ро (ro) +0, existe una solución de la ceuación (Ù), que ex 
о 

representable en la forma de la serte potencial у (2) = У) S" (rank. 


FIPMPLO 6. Hállese la solución (on la forma de là serio potencial) 
de la ecuación 


a^ - zy р = 1, 
ace las condiciones y (0) = y’ (0) — 0, 


|, 


que sat 


«buscamos la solución en forma de la serio у(х) = Ў) apa, 
к= 
eu la cual, en virtud do las condiciones y(0)=y'(0)=0, tenemos 
2 
а,—ау==0. Por consiguiente, y (z) = M a&rh. Sustituyendo сыа 


=? 
expresión en la ecuación, obleneinos 


PELLIT — 5 Жара\-|- 3 ахі. 
L 


к=? mé 


De aquí hallamos que 2.1.4, +1, es decir, ¿=> 


(k | De 2 appe 
Ya que a, 
y pura k 


T z è 

= (k—ijag para k= d.n. 
0, enteiices dampi — 0 todos los m 3 
2m, m=i 2,0... obtenemos la fórmula recurrente 


(2m —1) dam 
CHENUE 


атыу med, 2. 


de la enal deducimos las igualdades 
Qn - oit 
[re 


Ama) = 


Por consigniente, la solución buscada tione la forma 


"TOES ginem, 
m=1 
con la particularidad de que la serie obtenida converge рата cualquier 
ER 


Empleando las series potenciales, intégreso las siguientes 
ecuaciones diferenciales: 


442. y" + ху Ly = 1, y (0) = у (0) = 0. 
443. y — zy + y =x, y (0) = y (0) = =p 
4.14. у" ху M т, y (0 =0, y (0) — 1. 
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€) Si el coeficiente de la derivada mayor en la ecuación lineal en 
el punto хо se reduce a cero, es necesario aplicar el siguiente teorema. 
TEOREMA 2 Si en la ecuación diferencial 


poi) y" -F m (2) y! ar ра (0 y — 0 (7) 


las funciones po (т), pi («) y pa (2) son analíticas en el entorno del punto 
Zo, además el punto xo es cero de orden s de la función ро (2), cero de orden 
no inferior a s — 1 de la función p; (x) y cero de orden no inferior a s — 2 
de la función py (2), entonces la solución de la ecuación (Т) en el entorno 
del punto 7o existe y puede representarse en la forma de la serie potencial 
generalizada. 


о 
2—20)" Y] аһ (2—20), 


pir) 


donde а 0 y тєк. 
EJEMPLO?. Hállese la solución (en la forma de la serie potencial 
generalizada) de Ja ecuación 


zy + у ху = 
tisface las condiciones iniciales y (0) = 1, y’ (0) = 0. 
«q Vos coeficientes de la ecuación satisfacen las condiciones del 
teorema 2, por eso buscamos la solución en forma de serie potencial 
generalizada 


que 


E E 


y л 
yla) ar apah = anahtt, ас == 0. 
ад, 


Tenemos 


» 
Y) (krant, 
0 


y 3 т Е as 


к= 
Sustituyendo estas series en la ecuación tenemos 


à etn deer atte 


+} т акан У) apart 0, 
k=0 k=0 


es decir, 


ragat- (rpiar+ Y) (edo ray ang) zitra 
к=з 


De aquí siguen las igualdades 
тау = 0, (rtia == 0, (k+ ray d- auis = 0. 
Según la condición 240. Por consiguiente, г — 0 y entonces 
ау = 0 y k'ap = аро, К 3, 6... 


200 


A partir de estas igualdades concluimos que ауу = 0 pora todo 
т = 0, 1, ... Teniendo presente la condición inicial y (0) = 1 
hacemos la conclusión de que e = 1 y tenemos la fórmula recurrente 


СЕН 


[TH 


азт = = 


de la cual obtenemos 


rur RET qi di. oui НЕ, A 
0 caer 7 A 


Por to tanto, la solución buscada se escribe en la forma do 
S qm 
(tr € ут, ties. 
yt A РЕЛ. > 


Hállese la solución general de Ja ecuación diferencial en 
forma do la sorie potencial generalizada: 
4.75%. zy" + 2y' + ay = 0. 4.76. 4ay" | 2y |y =0. 


5. Ecuación y funciones de Bessel, El caso particular de la ecua- 
vión (6), cuyos coeficientes satisfacen las condiciones del teorema 2, 
es la ecuación de Bessel 

алу" + ay! + (22 — v?) y = 0. (8) 
Sus soluciones son las funciones cilíndricas de Bessel de primer orden 


- (z) 


= 4:7 A S 
ЕТ PEE VAIG FDW ENTER e 
y para los v no enteros 
d (Ej 
= У-У E 2 —€Ó 
a у CL D rn Ma (cw. ow 


h=0 


Si v es un número entero, v == n, entonces Ja segunda solución parti- 
cular de la ecuación de Bessel (8) es la fonción de Neumann (o de We- 
ber), que se determina de la relación 


Iy (2) cos v 
зеп ул. 


Ка (2) = lim LET] 
SH 


que es la función cilíndrica de segundo género rie orden n. En las 
órmulas (9) y (10) suele tomarse la siguiente constante af” 
P=, «n 
E 


donde Г w=| eta"! dz ез la función gamma de Kuler. 
0 
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4.77. Emploando la representación (9) para J, (x) de- 
muéstrense Jas relaciones siguientes: 


AL (ач Т, (а) a G9. (12) 
EA Laon 
a (a). из) 


4.78. Partiendo de las relaciones (12) y (13) dedúzcanse 
las relaciones 


Ha G) Hy) =E Р, (а), 


Ia) ун G2) - 2 (2. 


4.79%. Empleando la representación (9) y el valor ap 
de (11), exprésense / ,/, (2) € Ју (2) mediante Jas funciones 
elementales, 

4.80. Demuéstrese que si Zy (s) es la solución do la 
ecuación (8), entonces 7, (ax) es la solución de la ecuación 


ry lay (alat — йуу =0, (14) 


Escríbase la solución goneral de la ecuación (14). 
Utilizando el resultado del problema 4.80, hállese la 
solución general de Ja ecuación: 
4.84. xy" — y! алу = 0. 
Day” | (3622 — 1) y — 0. 
ay | 853 —4)y = 0. 


^ "m " 1 
4.84. ay" а ту - (93) y “0, 


$ 5. Series de Laurent 


cs de Laurent. Teorema de Laurent, Se Mama serie de Lan- 


1 


rent la 


єп (2— 20)”, d) 


además, la serio 
Ll 
Cn (2— гь)" 
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se denomina parte principal de la serie de Laurent y la sorie 


5 
fa) } сь (2—20), 
= 
parte regular. Si 
de. 1 
Тет = < Ва 
mero lim y bes 


mco 


la región de convergencia de Ја serie (1) cs un anillo K — {z | 0 x 
<| z— z |< HR). En este anillo К, Ја suma de la serie f (2) = 
С (0 fm es una función analítica, además los coeficientes 
de la serie c, están relacionados con la función f (2) mediante las 
fórmulas 


E fo ME 
=з) moyar h АЕ 2) 
In-ear’ 
donde r «z r' < R. 
EJEMPLO 4. Wállense la región de convergencia y lo suma de la 
serie de Laurent 


E о 

n n(z—1)n7t 
У а= + 2 3" ы 
pen m1 


4 Aplicando el criterio de Cauchy а саа uno de estos samandos 
tenemos 


ar 
mh aa 
y 
^ /п|з—1 
m Y gt en 


De aquí concluimos que la región de convergencia ide la serie pued 
es un anillo 


Koff <iis). 


Observaudo que los sumandos son derivadas de las series 


o E] 


ESSE 


pn 


podemos escribir que en el anillo К 


2 E — Gum о 


pn 


3 2 
rata 


(5) 


De este modo, la suma de la serie dada ез la función 


1 
ye tap 7 <12—11<3. 5 


TEOREMA DE LAURENT. Sila función f (2) es analítica en el anillo 
багета | <с R, entonces en este anillo cs representable de 
modo único en la forma de serie de Lau- 
rent 

w 
f) Y ас" 
п 
cuyos eneficientes se calculan según las 
fórmulas (2) б 

COROLARIO. Sea /(2) vualítica eu 
la región multiplemente conexa D. 
mitada por el contorno Г у los co 


Ри tornos interiores yp, 13 Үт. 
Fig. 101 (lig. 100) Si el punte sọ está situa- 
do en el interior (o en la frontera) 

de un: de los contorio= interiores y, y la magnitud r = máx {25 — 


Шал 
— Y | es menor que la distancia А de zy hasta la parte restante de la 
Trentera do Ја галди 27 o liasta el punto en el cual / (2) no es analítica, 
rs decir, 


PENET 


Га 9 la 
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entonces en el anillo r < | z — zo | < Л la función f (2) puede ser 
representadu por su serie de Lauren 


16)= Y) са (20) (0—0) г 12—201 <А, 
т 
cuyos cuelicientes cn (zo) se determinan según las fórmulas (2). 
Se llama serie de Laurent para la función f (zi en el entorno del 
punto 2 = co la serie 


E 


te= У oo(ó M о 6-а), (3) 


natos mie 


que converge en cierto anillo r<}z| <œ (7 < | 2-а | < оо, 
respectivamente), además, la parte principal de la serie de Laurent 
E оо 0 


es У) cu (Y) en (2 —а)") y la parte vogular es la serio 
=! n=l 
(0 
х( M ‹а@—а)"). 
п 


EJEMPLO 2. Desarróllese on serie de Laurent de potencias de 
z la función н): 
4 Yu que la analiticidad de la función se altera еп los puntos 
z= 0 y z= 1, Ja región de convergencia de Ju serie de Laurent será 
el anillo б< |] < f. Senalando que para n < —2 la función 


es analítica en el círculo | | <p « 1, podemos eseri- 


MAY 
bir que l 


dz=0 


са 


f 1 
блі ] mi 
kie 


para n2, —3, ... 


Luego, aplicando la fórmula de Cauchy para la función q(1)= 
i y sus derivadas, рага n >—1 podemos escribir 


1 $ Ф (2) j; , 7*1 (0) 1 (nil 
= Qm) E (er 2) 

Linn 
De este modo, para 0 < |z] «1 


= 


es decir, la parte principal contiene un tér 
número infinito de términos. p» 


El cálculo de las integrales de contorno (2), como regla general, 
es hastante difícil. Por esc, para desarrollar las funciones en las series 
de Laurent se emplean procedimientos artificiales. Así pues, en el 
ejemplo 2 se podría representar la función / (2) en forma de la suma de 
lraectones, es de 


con la particularidad de que el primer sumando es ya el desarrollo en 
serie de Laurent de potencias de z y el segundo sumando es la suma de 
la Progresio, geométrica соп denominador z. es decir, Lenemos el 
desarrollo (4) 


Hállense las rogiones de convergencia y las sumas de 
las series siguientes: 


* 
А nan 
na че А 
nto" 


54. Y (п 1) на 1)". 


Hállense todos los desarrollos de las funciones indicadas 
en series de Laurent de potencias do 2 — zy y delermínense 
Jas regiones de convergencia de Jos desarrollos obtenidos: 


5.12. z*e* , 1=0. 


X 2.4: 

5.13. et, z9* оо. 5.14. cos Lys. 292-2. 

5.15. Hálleuse los tres primeros términos del desarrollo 
de la función f (z) - sen g=, en serio de Laurent en el 
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entoruo del punto z, = oo. ¿Cuál es la región de convergen- 
cia de esta serie? 

2. Carácter de los puntos singulares aislados. El punto z, зе 
llama regular рага la función f (2 analítica en la región D, si existe 


tal serie potencial 2 Cp (20) (3 — 20)" con el radio de convergencia 
п=0 

г (в) > 0 tal, que en la parte común del circulo de convergencia 

| z — zo | < r (ду) y la región D la suma de esta serie €,, (2) coincide 

con f (z). Los puutos que no son regulares se llaman singulares. 

El punto z se llama punto singular aislado de la función f (zi, 
si f (2) es una función uniforme analítica en el anillo 0 < | z — zg | < 
< R у m, es un punto singular. 

Análogamente el punto до = oo se Пата punto singular aislado de 
la Función f (2). si / (2) es una función uniforme analítica eu el anillo 
г<]|%| < ос у 2= oo es un punto singular. 

El punto singular aislado zp de Ја función / (zì se llama: 

punto singular evitable, si existe ol límite finito 


lím f (2) = 0 => oo; 


poln de nrden m 33 4, si para la función g TII punto 2, 


es un coro de orden m, es decir, g (2) ticue 
— 207 q (9), T (s) = 0 (es evidente que si 
lim / (2) = s 
291 

ршн singular esencial, si lim Jiz) no existe 


1 aspecto y (2) == (2 — 
o ех pole, entonces 


m 
r el carácter del punto suundar. infinita- 


Es cómodo investi: 


mente alejado, sustituyendo z pg Ма sustitución Масе pasar el 


punto infinitamente alejado 2= æ al punto y = 1. 
EJEMPLO 3. Hállense todos Jos pontos singulares de la función 


1 2 Р 
H= П y determinese su carácter. 


2 
e? +1 
Los puntos singulares son el punto 2 = 0 y los pintos en los qu 
el denominador se reduce a cero. 
t 1 


i 
Tenemos e? pi-i 6 ef e A e MEM qu decir, e? | 
- 1-0. si LL = л dimi, m € T. además estos putes sou 
Im 
1 
ceros de primer orden. Por consiguiente, en los puutos zy = ———À + 
P E , TRE a 


polos de primer orden El punto z +0 


mE, la función f (21 
ado, ya que es el limite de los polos, pues 


no es up punto singular 
lim z, = 0. p 
m 


5.16*. Demuéstrese, que si en el desarrollo (1) falta la 
parte principal. es decir, todos los coeficientes c, con núme- 
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ros negativos (n= —1, —2, ...) son nulos, entonces 
esto hecho es una condición necesaria y suficiente, de que 
el punto z, es un punto singular evitable de la función f (2). 

5,17*. Demuéstrese que Ja existencia en la parte princi- 
pal del desarrollo (1) de no más que m > 1 términos, además 
Ca) 750 y Cn = 0 para n z- т -- 1, es una condición 
necosaria y suficiente de que el punto 2, es el polo de orden 
m para la fuoción f (2). 

5.18*. Demuéstrese que si zes un punto singular esencial 
de la función f (z), entonces existe la sucesión de puntos 
(Zn), lím 2, = Za, tal, que lím f(z,) = оо. 


ma тоо 

5.19*. Apoyándose en ol resultado del problema 5.18 

demuéstrese, que si 20 es un punto singular esencial de la 

función f(z}, entonces para cualquier número complejo 

A = oo existe la sucesión de puntos (2, (4)), lím 2, (4) = 
noce 


= z tal, que lím (2, (4)) = А. 
n 


5.20. Dotermínese la región de convergencia de las 
partes regular y principal del desarrollo do Laurent (3) en el 
entorno del punto infinitamente alejado. 

Indíquense todos los puntos singulares finitos de las 
funciones dadas más abajo y determínese su carácter: 


4 T 3+2 
5.24. сарв. 922 xs 
5.23. жат 5.24. 4022. 
1 

5.25. erTi. 5.26. 
5.27. 5.28. 
5.29. 5.30. 

, 1 
5.31. =. 


el carácter 
sc regular 


Para las funciones dadas más abajo aclá 
del punto singular infinitamente alejado (con: 
el punto singular evitable): 


5.32. "> 5.33. 


$z 
тї 2—4 


2 
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5.34. чыт. 5.35. 1—z-- 21°, 


— 3: 
5.36. e7. 5.37. cosz. 
1 
5.38, 67 -1-202—5, 5.39. 
1 
5.40. e377. 5.41. е2 -- 323—2 5. 


$ 6. Residuos y sus aplicaciones 


1. Residuo de la función y su cálculo. Si la función /(z) es anu 
lítica en cierto entorno del punto zp, excepto, quizás, el mismo punto 
zy, entonces se llama residuo de ја función f (2) respecto al punto д, 
designado por res [f (2); zo]. el número igual al valor de Ja integral 
gl; | f 9 dn, donde C es un contorno cerrado simple, situado en la 
región de analiticidad de / (2), que contiene en su interior sólo un punto 
singular zy. En calidad de С es cómodo tomar la circunferencia | n 
— 30 1 = p de radio bastante pequeño p. 

El residuo de la función coincide con el coeficiente c., del desa 
poto de f (2) en la serie de Laurent según las potencias de 2 — zo), 
es decir, 


res [/ (zy. sole =a j Tim їз. 
ШЕ 


Sis, 7 o cs un punto singular aislado de la funcion | (21, entonces 


res [7 (z); 00] 


E 
Zu) їл) ат. 
CR 
donde C7 {| тү] == R} R es bastante geande y el recorrido 
del contorno se realiza en sentido horario. Suñalemo: que si 


I= Y en 


1 с чор. 
Cu] qur j Om n0 ids 
Шы 


entonces 
res lf (25 оо] = —c4. 
Si ay es un polo de primer orden de Ja función f (2), entonces 
res [/ izi: zl > lim (2 — t) / (2). 
Es 
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además, si / (2) es reprosentable en la forma de / (2) = 
Фф (20) E 0, ай (30) = 0, W (гу) + 0, entonces 
Do) 
la 
Si zp es un pola ile orden m > 2 de la función f (2), entonces 
1-1 ((z —29)" f (z^ 
ду $ 


y donde 


va 


1 
rs 2): тату" lim 
+20 


н А edz 
Esemro 1. Hállese ros | SIS EIE 


4 Puesto que el punito zy = 3i es un pel de primer urden, entou- 
ces 

31 |= limíz—3 ES 
spes |01290 E TE TS 


тен 


[I] 


EJEMPLO 2, Mállese ros | r 


4 El punto a=! ана polo de tercer orden, por eso 


эз 22 d? os 22 
e| 20 D d 3 a mue (c= = тг) = 
=+ lim (—2* cos 22) — 2 cos 2. Do 

2>1 


ViumbLO 3. Hállese res [e?7%; 2]. 
FL punte э, = 2 es esencialmente similar, por eso pura hallar 


el residuo determinomos el coeficiente су del desarrollo e 2 en la 


serie de Lanrent. de polencias de (2 == 2). Ya que 
1 333 = › 
Чч} +- .0<|3-21<o00, 
entonces ; , —3. Por consiguiente, 


3 


res [272 ; 213. 9 
Hállense los residuos de las funciones dadas más abajo 
respecto a cada uno de sus polos d СЕ оо: 
#--1 


6.1. 6.2. 6.3. n€N. 


un , 


s 
ë 


zt 


хоп 22 


вл. =. 


6.6. tgz 
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6.2.etghz. 6.8. 49092 9. 


+ Zei 
a 1 1 e go 60502 
6.10. == 2p- 042. 77m 


llálleuse los residuos de las funciones respecto al punto 
2% = 0: 
E 1 1 
6.13. ет. — 6.144. cos—. 6.15. ѕеп =, 


Hállense los residuos de las funciones respecto al punto 
20 = 00: 


546 1 1 
6.16. sen —. 6.47. > 


6.08". SHE, 649, EEE, 620. zcos 


2-97 
22 


6.21. 


1 
sen —, 
2 


2. Teoremas sobre los residuos y sus aplicaciones al cálculo de 
las integrales de contorno. 

PRIMER TEOREMA SOBNE LOS RESIDUOS, Si la función j (2) es ana- 
lítica en lo región D, excepto los puntos singulares aislados zy. 24... .. Zw 
situados en esta región, entonces para cualquier contorno cerrado simple 
C D que abarca los puntos & 2... iN. Se бите 


x 
j f (dn - 22i У) res [f oy: зд]. 
M hi 


SEGUNDO TEOREMA SOBRE 1.05 RESIDUOS. i f (ab es analítica en 
todo el. plano complejo, excepto los puntos singulares aislados зу, Za. 
eniya Y 2м = >, entonces 


N 

M zh 

2) теч 17 (25 А] -0 
A 


donde C — 


ExgurrO 4. Caleálese la integral \ 
e 


gi 
yd 


44 Puesto que en el interior del contorno ( se encuentran dos 
puntos singulares de la función subintegral, los polos de primer orden 
3,2 = +27, entonces, aplicando el primer teorema sabre los residuos, 
podemos escribir 


| Demi (s +: 2 |з xs -u]- 
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л 
E Ge 670) лі sen 2— л 824, p 


EJEMPLO 5. Calcúlese la integral 


da 
тә j E. 
ELE] 
pe 
А " 1 
«La función subintegral f (2) = 071 
(2h лі 


gulares zp=e — 1  , k=0,4,...,9, que son polos simples 


tiene diez puntos sin- 


situados en la circunferencia unitaria. Ya que el desarrollo de la fun- 
ción en el entorno del punto infinitamente alejado tiene la forma 


E 


1 
LA ас, 


entonces —c4 res [pp оо |—0. Por eso, aplicando el 
segundo teoroma sobre los residuos podemos escribir quo 


24 ла 
10 | 


9 
d 1 1 

У за атто |ті 

к=о 

De este modo, 
э 1 (24 +1)л4 

I$) ros [ RH: е 19 =0. > 

h=0 * 


Enipleando los teoremas sobre los residuos, calcülense 
las siguientes integrales: 


6.22. | ze donde C=(2| 12—1| — 1). 
èt 
" dz 
6.23. Ix donde C=(2] 12—11—1)- 
pl 
6.24. | ш donde C—(z| |z—2|—2). 


G—06c-u0' 
e 
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zdz 1 
6.25. LE donde С= (211—213). 


6.26. | p donde C - (21 12—-21— 2]. 
č 


6.27. К donde C— (2| [2| — 1)- 


e 


6.28*. | Shida, donde C—(21121—4). 
c+ 


6.29. | — >, donde С= (21121-4), 
Є 


iz—ay (z—0)^ * 
+ 
n es un número natural y 0<]а|<1<}Ь|. 
ls 


Ü d: 
6.30*. j eer donde C —(z||z|— 1). 
e 


n es un número natural y 0< [0 [< |5|«1. 


6.31. { sen dz, donde C —(2112|—r2»0). 
č 
6.32. тат. donde C=(2||2]=R<1). 
de 
( de " 
6.33. | qoma: dende C. (eL Ee oe D). 


[^ 
" -1 
6.34. ) рг da, donde C- (2| [2 1-2). 


6.35. ¡(Ha donde C=(2||2|=4). 


3. Aplicación de Ios residuos al cálculo de las integrales deli- 
nidas. 
2a 
a) Las integrales de tipo f R (sen 7, cos zi dz, donde R ез à 
% 
símbolo de la función racional se reduce, sustituyendo 2 
integrales de contorno de las funciones racionales respecto 


*, alas 
às 
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EJEMPLO h Caleulese la integral de Poisson 
зя 

ГАСЫ \ 

й 


4 Sustituyondo z— 015, dz iel* dz — iz dr, 


uhtenemos 


de . 
"INT" (=-5) 


Puesto que pura tudo p. | p | 95 1, dentro del círenlo | 2] << 
encuentra sla nna muz del denominador de Ja función subint 


paro | p | «z 1 tenemos 
3 2n 
MORES da [T 


Pd 


FM 
m 25 


y sb | p [ 2» 1, ontenees 


5л 


das 


De este mudo, 


en para |р|<1 

ver Í ICAN 
Lim A 

T pose ірі. в 


"p 
by Vae integrales de tipo j fni does dende f (e) es una Fuución 


continua en { x | эс analítica en el semiplano superior, excepto 
un número fino de puntos singulares д. zs, ++, zw, Situados en 
la parte finita del semiplano superior, y que satisface, para | z | suli- 
ejentemente. rondes Ja condición 


TR Mo, 80 


Hist TERI 


304 


En este caso 


+ N 
j fix) de=2m Y) гоз} шу; nal. i) 
-e h=1 
AER on 
Pali hr 
EJEMPLO 7. Calcúlese la integral j TEF 
4 En el semiplano superior la. función == tiene 
un polo de segundo orden em ol punto z,— 3i y | /(2)] «тт 


рата 2 suficientemente grandes. Рог eso 


m 


de „езй Lf fa 
\ agri rm [t 8 |е 


E 


d y 1 | 
=; (6—29: WF ) Е 


а 1 аа 
eun ( [mscr J-a =- EFI 


zwi 


OBSERVACIÓN, La fórmula (1) es válida también eu el caso, cuando 
la función ў (2) tiene la forma f (2) = e'** F (2), donde a >0 y la 
función Ё (з) es analítica en el eje real; en el semiplano superior tiene 
sólo el número finito de Jos puntos singulares д, 2-1 zw Y 
lím F (2) = 0. 


2+9 


E 


Елємрго $. Calcílese la integral j хвл 


208—2: 4-10 
Zo 
4 La función subintogral es la parte jmaginuria de la función 
gel СК 4 
ILI cuyos valores coinciden con los valores de la función 
ra z 
10)—-z—3:110 2792010 
tiene en el semiplano superior el polo de primer orden en el punto 
25— 14-90 y lím F(2)=0, es decir, están cumplidas las condiciones 


dz. 


etz en el eje real. La función Piz)— 


2-5 
enunciadas on la observación у рот eso podemos escribir: 


зеіх p 
f eps etinm (a 


20—0861 305 


(з) 
=en > + (1-]-3i) 3! = 


=$ 07 (cos 1—3 son 1+4 (3 cos 14-sen 1)). 


De este modo, 
+0 


asen = reiz 
Pi 
) == 


\ zi—2z4 i0 10“ 


òk m (3 cos 1+ зе 1). 


Señalomos que simultáneamente calculamos la integral 


о 


+ Te is 

созт ге! 
| ао tele je 
e El 


nr? 
——3— (cos 1 —3 sen 1). p 
Aplicando uno de los métodos estudiados más 
calcúlense las integrales definidas. 


2л 


Ч de 
6.36. | hr amd. 
0 


2n 
dz 
6.37. ] eem a>b>0. 


+5 
6.38. j ig, 


I 
"2 

939. | тууту, 2А. 
+ ГА 

640. | rm» 00 5>0. 
4 

6.41. 


306 


arriba 


+5 


ET 
642. | e 4. 


+00 
А hi æ cos z 
ваз. | EXER de. 


E 


+o 
6.44. j 58041 dz д0, bo 0. 
0 


E 
а ET 
645. | Pido. 646. | Rd 
0 0 


4. Principio del argumento. Supongamos que la función ў (2) 
en la región D acotada por el contorno cerrado simple C, tiene un nú- 
mero fínito N de ceros y un número finito P de polos, donde cada 
cero y cada polo se cuentan tantas veces, cuanta es su multiplicidad, 
con la particularidad de que no tienen ceros ni polos en el contorno С. 
Entonces la diferencia o == N — P es igual al número de revoluciones 
del radio vector ш = f (2), cuando el punto z recorre el contorno C. 

Si f (z) es analítica en D, P = 0 y © = N. 

EJEMPLO 9, Hállese el número de ceros del polinomio p (2) = 
— 3z + 1 situado en el semiplano derecho. 

44 Examinemos el contorno С que consta de la semicircunferencia 

de radio R, situada en el semiplano derecho y del segmento del 
eje imaginario (—iR, iR], y apliquemos a este contorno para R sufi- 
cientemente grande, el principio del argumento. 

Ya que 


3 1 
pee (I) 
entonces es evidento, que cuando el punto z recorre el contorno C; 
en sentido antihorario, arg z adquiere el incremento л y por eso arg S 


recibe el incremento Зл (cn se aplica en la curva w= Rio, — Fe 


< y < E) . Puesto que el segundo factor en (2) para R suficientemente 


grande es próximo a 1, entonces el incremento del argumento de este 
factor es también pequeño. Sea ahora 2 = it, es decir, ol punto z 
se mueve por el eje imaginario desde el punto ¿R hasta el punto —iR. 
En este caso se tiene 


pt) uie t — (PE 30, es deor, ned, 
-Pf — 3t. 


Esto significa, que al variar £ desde R hasta — para R — 4-00, 
arg p (it) varía en x (aesae == p hasta + EXE Así pues el incremen- 


to total arg p (z) al recorrer el contorno esigual a 4л, lo quesignifica que 
N = 2, es decir, en el semiplano derecho el polinomio p (2) = 25 — 
— 3z + 1 tiene dos ceros. р 
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Para los polinomios dados hállese За cantidad de raíces 
situadas en el semiplano derecho: 


6.47". р (z) = 2 + 22 + 32 + 2 +2. 
6.48. р (2) = 22* — 323 + 322 — z + 1. 
6.49. р (2) = z* + 2 + 4z* + 25 4- 3, 


6.50*. Demuéstrese que si las funciones f (2) y ф (z) son 
analíticas en la región cerrada D = D + Г y para los puntos 
т € P es válida la desigualdad | q (n) | << | f (n) |, entonces 
el número de ceros de la función Z (2) = f (z) + « (2), 
situados en la región D, coincide con el námero de ceros de 
la función f (z) (teorema de Rouchà). 

6.51*. Deruéstrese el teorema fundamental del álgebra 
superior: el polinomio p, (2) = a2” +- a?" 4- . . . -+ an 
del grado л Liene en el plano (2) exactamente n ceros. 

Apoyándose sobre el teorema de Rouché (problema 6.50), 
hállese el número de ceros de las funciones dadas en las re- 
giones indicadas: 

6.52. F (2) — 25 + 22? + 82 + 1: a) en el círculo |2 | < 
< 1; b) en el anillo 1 < |z | < 2. 

6.53. 1" 9 = z* — 5z + 1: a) en el círculo [2 |< 1; 
b) en el anillo 4 < |z | < 2; c) en el anillo 2< |z į < 3. 


87. Series de Fourier. Integral de Fourier 


1. Desarrollo:de las funciones en series trigonométricasde Fourier. 
Sistema trigonométrico de funciones, 
1, COS х, sen т, соз 22, Sen 2z, .. ., COS nz, Sen nz, + + . 08 orto- 
gonal en el segmento |—n, л] (como, además, en cualquier segmento 
de 2x de longitud), es decir, la integral respecto a este segmento, del 
roducto de dos cualesquiera funciones distintas de este sistema, es 
igual à cero. 


z 
SEF (o € Z Com л) (es decir, f 106014 < o), 


2а 
entonces existen los números 
af 1 
m $ f (5) cos ke dz, iy j fix) son ka dz, 
ES ^ 


k—0, 1,..., 
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que se llaman coeficientes de Fourier de la función | (7); la serie 
5 ()= 5+ У; (an cos hz 4-by sen kz) ( 
h=1 
se denomina serie de Fourier de la función / (z). Los términos de la 
serie (1) pueden ser anotados en forma de armónicas 


а, соз kx + by Sen kz == Ap eos (kz — qu) 
con una amplitud Аһ = V ag У. frecuencia wp=k y fase фщ= 
e br 
=arctg e. 


Para la función f (2) tal, que P (2) € L (—7, л) es válida la 
igualdad de Parseval 


a = 

2 

Ef rm Y «e 

E kc 
Si es que f(z)€L (7-2 3) el coeficiente de Fourier so 

escribe en la forma 

12 m n^ 

sam | сов ER, ie. һ=-- 1 [бй 

-im н 


y la sorie de Fourier, on Ja forma 


antz -HBr sons) = 


Ж 
So M (ж cos 
h-1 


2х 


ы 
V t 
= > cre » (3) 
gcn 
La última serie se Hama serie de l'ourier en foma compleja. Aqui 
4 У Ht 
1 
а= | Moe 
-U2 


dz, k=0,4,..., 


y para k>0 
ап — ia 


a~ > 


"— 
сл SAI 2, 


Las sumas de las series (1) y (8) tenen los períodos 2n y 1, respectiva- 
mente, 
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La función f (z) se llama suave a trozos en el segmento [a, b], 
si la misma función f (2) y su derivada f' (z) tienen en [a, b] un nú- 
mero finito de puntos de descontinuidad de primer género. 

TEOREMA. Sila función periódica f (1) con período 1 es suave a trozos 


en el segmento [^ L|, entonces la serte de Fourter. (8) converge 


2 
hacia el valor de f (x) en cada punto de continuidad suyo y hacia el valor 


FU (+0) HF (2— 0) en los puntos de descontinuidad, es decir, 


А œ gahs 
SADA) 3 ene !. (4) 
rur 


Si, adicionalmente, f (х) es continua en todo el eje, la serie (А) converge 
hacia f (2) uniformemente. S. 
EJEMPLO 1, Desarróllese en serie de Fourier la función 
J(-—simz —n-z-m 


y empleando el desarrollo, hállese la suma de la sere de Leibniz 


б) +4 Puesto que la función es impar, entonces (véase el problema 
á а= 0, k=0, 4... 


пт 
2 i 2 cosnz |x 
Ga: ls | ) 


xn n x=) 
2 -gp 0 п 21 
fria PA n(2m— D !om€eN. 
0 para n=2m, 


Por consiguiente, para —st < z «x 


E 
А 4 sen (2m —1) 2 
suni i. y 


mei 


de donde para z— 3/2 ol.tendremos 


es decir, 
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7.1. Demuéstrese que si f (х) tiene el período 1, entonces. 
para todo a ER 


eti y2 
Иа (лоза. 
-из 


7.2. Anótense las expresiones de los coeficientes de 
Fourier (2) para las funciones par о impar en [^ 3). 

Desarróllese la función periódica con el período 1 en 
seric de Fourier, constrúyanse las gráficas de sus primeras 
sumas parciales 5, (x), S, (х), Sa (2), Sy (x) y hállese el 
valor de S (xp) de la suma de la serie obtenida en el punto 
dado xo: 


4 para Oz «n, i 
73. '@-{ 0 para —л<2<0, 1= 2л, zm. 
7.4. Қа) =; para 0< 2 < 2л, 1.- 2л, т, i. 
7.5. f (a) = | x | para z € (—1, 1), L= 2, 20 == 1. 


En los problemas 7.6—7.10, definiendo complementaria- 
mente de un modo determinado la función / (z) dada en el 
intervalo (0, a) hasta la periódica, obténgase para ella la 
serie de Fonrier requerida. 

4.6. f (x) = е para х € (0. In 2). Desarróllose en serie 


de cosenos. 
1 para O< z« n2, 
T rw- 0 para 1/2<x<H. 


Desarróllese en serie de senos. 
7.8. f(x) = x? para 0 < х < 1. Desarióllese en serie 


de cosenos. 
х para 0<2<1, 
1.9. '®={ QE йашын 
2-.x para 1<<х2<С2. 
Desarróllese en seric de senos. 
7.40. f (2) = z sen x para 0 52 т< x. Desarróllese en 
serie de senos. 
7.11. Empleando Ja serie de Fourier. obtenida on el 
problema 7.5, hállense las sumas de las series siguientes: 


= E * 2k 41 
a) 27 Wy : 0) Ace UPF * 
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7.12. Empleando la serie de Fonrier, obtenida en el 
problema 7.8, húlleso la suma de la serie 2 (7-0 x 
7.13. Empleando la igualdad de Parseval para la fun- 


ción del problema 7.4, hállese la suma de serie N T. 


n=1 
7.14*. Conociendo la expresión del núcleo de Dirichlet 
1 4 sen 28. z 
®„(ху=- + 2j cos kz = - 5 т 
=. 2 sen 


hállese la expresión. del núcleo de Fejer F p (2): 


„(ш= к 3 no+) (1 түз) cos he. 


кет 


y) liene un período I 
iable y, cs continua 


LL en elcua- 


2. Series dobles de Fourier. Si la funci n ie, 
respecto a la variable z, período A respecto а la y. 


y tiene Jas derivadas parciales continuas 


1 h 


roy 
drado K= [tr n i -47 regia 5}, entonces / (т, y) 


serie doble de Рептиг 


es representable por 


Эли 2 
pos aim Dy Am n (am, n cos ZZ сов Akai 


| 


2 7 PE y eH 
mona 
2nm. 2n 
"Fb. п sen 2112 qug Lo cos ŽENE son dms + 
Zany 
NE^ ) * 
donde 


1/2 para m;»0, y—0 6 m—0, n0, 
1 рага m» 0, п> 0 
у рага m zz 0, n ù 


1:4 para тл 0, 
- | 


2mmnz 2an 
ат, »- e y) cos == соз EL ds dy, 
к 
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bm, n = [fre psn 29 Y dz dy, 
x 
4 2 
Cm. пт IS y) cos imet sen = “н gray, 
X 
dm n= $ | fiz, y) sen Jam sen ллу dz dy 


K 


En la forma compleja la serie de Fourier para f (z, 21 se anota en la 
forma siguiente 


fü » бле 0. 
€— 


donde 


EC 


т 1] Hr pne "dz dy, m, nC. 
K 


EJEMPLO 2. Desarrólleso en serie doble do puer IR función 
1G, y) = zy en el cuadrado —n < г < л, —л < 
Tomando en consideración la paridad o бєк de las fun- 
ciones subintegrales, hallamos 


em. n -4 "E cos mz cos ny di di + 


n. x 
E | y cos ny dy j zcosmrdr-ü, n, n. 
Zn E 
1 t [Ч 
bm. n=- соз ny d; z Sen mz daz 0, н, n 20, 
apo) sess dy 
E E 
17 x 
im, n= j y sen ny dy \ zcosmadi 0, т, п, 
E E 


z 
dm n= И y sen ny dy f asenmadr= 
Ja 


Il 
ES 
еы 


л 
y son ny dy | zson mzdz= 
ò 
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4 П z, senny |а соз ma ja 
=% ( Locos ou MI z Em 


mè nè 
senma uy 4 л{—{ут1_ apin E 
T A 


Por consiguionte, para zE(—x, л), уЄ(—л, л) 


sen mz sen ny 
mn 


zy=4 У) 0—0" -> 
i 


m, ne 


Desarróllense en serie doble de Fourier Jas funciones 
siguientes: 

745. f (x, y) == xy para 0 < x < 2л, 0 — y «2n, l = 
= Һ = 2л. 

7.16. f(z, y) = 2. == para —1A<I<A, —л< 
«ycn, l=h=2x. 

1.17. f(z, у) = ау para —1<x<4, —-2<y<2, 
1-2, h=4 
748. f(e, y =0 (2) para Ct zi. ny 
«m, 1-2, һ==2д. 


3. Integral de Fourier. Si la función f (t) es absolutamente inte- 
grable en (— x, boo), ws decir, f (t) € L (— оо, +o) y es suave 
a trozos en cada segmento finito del eje real, entonces es representable 
en forma de la integral de Fourier 


N 
fte Боле 0) dim. | fex 
IN 


зә 
xei ду j fev) eeni ау, (5) 
donde 
de 
Го | menta, e 


La transformación (6), que se designará рог % [f], se Mama directa 
y la (5), transformación inversa de Fourier, expresada en la forma com- 
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pleja. En la forma real estas transformaciones se anolau así 


o +o 
200) 2- 1 (0) cos at dt, v (ш) =-1- $ 1 (8) sen ot dt (7) 
“© Je 
(directa) y 
+ 
1()= f (a (o) cos ot -I- b (w) sen ot) dw (8) 
ò 


(inversa), c = 2лу. 
Si la función f (t) es par, (7) y (8) se escriben en la siguiente forma 
simétrica: 


3 
suf V E | remota e 
0 
Y 
T did 
= 2 ( fe (a) cos ot de (t0) 
0 


y se llaman par de coseno-transformaciones de Fourier. Si la función 
j (t) es impar, tenemos un par de seno-transformaciones de Fourier 


‚> 
виле шр E | 10 sonoras 
i 


+ 
Ex 
no=V т { s (9) sen et dw. 
0 


EJEMPLO 3. Hállese Ja transformación de l'vurier para la función 


A = ert, a 0. 
qq Sustituyondo f (9 dada en (6), obtenemos 


Te Ч 
fm = f eal nit | O at 
E " , 
(uve) qam а лім) å 
+ f e A * ¡ee 
à 


„лыча e. 1 1 2a 


m acmis tw may ^ cA] ám? 
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es decir, 


2a. 
alt — 
MA > 
Sustituyendo esta expresión en (5) obtenemos 
4-00 


елімі 
eH eda l EPIS d—- 
+% A 
sos 
хао | раят de 


sen ot 


aro MS, J айат 


de=0, > 


EJEMPLO 4. Hállese la transformación de Fourier para la función 
Нд = е9" x90. 


t) es раг, obtendremos un par de coseno- 
ег. Por lo tanto, as de las fór- 
ета 4.28 del cap. 8, 


4 Ya que la función 
transformaciones de Fou 
mulas (9) y (10). Utilizando el resultado del prob! 


obtendremos 
qe 
sect Z $ e7?!* cos ot dte 
0 
— a P 
" iv LAS AM NR 
2 a V 2a 
y 
+ 
Р 2 T 
cam. y i f s ot do = 
е ri тж со; lo 


ӯ 
o: 
e 59 cosotdo. P 
ò 
Hállense las transformaciones de Fourier en forma com- 


pleja para las funciones: 
7.19. f (1) = sing (1 — a) — sing (t — b), b >a. 


t 
LIL) para |£]<a, 


( h (1— 
7.20. f(t) = 
0 para |£| >а. 
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cosat para |Ф|< ла. 

0 para | £| 2 za. 
signt para [4| « 1, 

722. | 0 рага |#]<1. 


Hállese el par de coseno-transformación o ѕепо-ігапзіог- 
mación de Fourier de las funciones indicadas: 


7.24. 10-1 


a 20, 


7.23". 1() р 220. 


7.24*. f. a>0 

7.25. f (t) =te-". 

7.26. f (t) — e-*!cos pt, a 2 0. 

7.27. Demuéstrese que la transformación (6) es una 
función continua, además lím 70) =0. 


ужо 


4. Características espectrales de la serie y de la integral de Fou- 
rier. Se llama función espectral S (vy) de la serie de Fourier o densidad 
espectral, la relación entre el coeficiente de Fourier de la función 
f(x) de período 1 

ya 


eye =t j fe 
-1)2 


лу 
VAE du, 


m=t, КЄ 7, y ol incremento do la frecuencia аа 


=} , өз decir, 


u2 
зод 4 j 10067 97 a, 
-1/2 


Llamamos espectro de amplitud p (vz) al módulo de la fuución espectral 
y espectro de fase Ф (эу), al argumento de la función espectral tomado 
con el signo inverso, es decir, 
р (у) = 15 (6) 1=1 lem 1 
Ф (уд) = —arg S (vj). 
En las gráficas de р (va) y Ф (уд) рог lo común se construyen sólo 
Jas ordenadas p y Ф en los puntos v, y el espectro se llama reglado. 
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EJEMPLO 5, Hállese la función espectral de la serie de Fourier 
y constrúyanse los espectros de amplitud y de fase para la función 


1 para z€(—1, 1) (24-4) = (2). 
0 para z€ (1, 2), 
44 Tenemos vy —k/A y 


0 para z&(—2, —1), 
ro-{ 


2 1 
S (n) j 10а) е 2 as f ds 
za zi 


Mud ү NU MWh gen nve 
o rl Aya РП пук Ы 
Por consiguiente, 
| sen 2nvg | 
уһ) = 1$ w | ———À— 
р (уһ) = 18 (у) 1 Е * 


0, ві sen 2луд >0, 


Ф (Уа) ет — arg S (va) ma ( —a, si sen 2луд <0. 


Las gráficas p (vy) y Ф (уд) están representadas en la lig, 102. p> 
Llamamos función espectral de la integral de Fourier la transfor- 
mación directa de Fourier 


d 
==) = j 1 (0 e 209 ш, ш!) 


La magnitud p (v) = | S (s) | lleva el nombre de espéctro de amplitud 
у la magnitud Ф (v) = —arg S (v), espectro de fase. 


Hállense las funciones espectrales S (уһ) ó S (v) y cons- 
trúyanse los espectros de amplitud y de fase de las funciones 
siguientes: 

0 para te (—27T, —7), 

—1 para £€(— T, 0), 7 

1 para £€ (0, T), f(t--4AT) =1 (0. 

0 para ¿€ (7, 27), 
2 para £c (0, 1), 

139. 10 (o ne cci g, 7680—70. 
1 para |t| «a, 


7.30. '®-{ 0pma]z]ma, 479 


7.28, f(— 


318 


731» 9-{ соз лё para | t| « 1/2, 


0 рага |2[2>1/2. 


1-rt para t€(— 1, 0), 
7.82. $(t)=% 1—2 para #6(0, 1), 
Ò рага |¿|>1. 


2 para 2Є(0, 2). 
138, | 0 para #Є(— о, 0)U (2, +00). 


5. Transformación discreta de Fourier (TDF). El cálculo anali- 
tico de la transformación de Fourier (de la función espectral) (11) 
y dela transformación inversa (5) 
provoca como regla, grandes difi / 
cultades. Están elaborados los méto- 4 
dos de su realización numérica. Uno — gr 
de estos métodos es la así llamada 
transformación discreta de Fourier: 


E 
DOS k^ 
о) =мету MX 
h=0 01 !3 2» 
n 2 2 
xfü)e F ,n=0,4,..., 204, Ê » 
0 
(12) 
donde tp=k- (Tos longitud del 
onde t} = zy < os longitu 
intervalo prefijado) y vane. La 
transformación inversa a (12) tiene la 
forma 
2N—1 hn 
1 AN 
Ма) =з = Ур Une ^st 
n-0 А 
0, 4, ..., 2N—4. a3 
Fig. 102 


Las transformaciones (12) y (13) 
se realizan con ayuda de los азі Па- 
mados algoritmos rápidos (TAR), que consisten en que, si 2N = 
= Fifa 25. Tns Py son enteros >2, entonces la matriz de la transfor- 
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macion (12) (& (13) 
[i 1 1 ЕИ, | 


14 Ф MT in 


W=|1 q g 0020-0 |, 


а 029-1 LEN (2 29-12) 


n 


donde q— e ù para (13)), se representa en forma del 
producto de п matrices cuadradas Wy de orden 2N, 

W= ИЙ... Из, (14) 
cada una de Јаз cuales tiene r,-2N. elementos distintos de cero. La 
multiplicación de la matriz Wy (v = 1, 2, ... ., п) por el vector co- 
lumna Z= (z, 3%. > PAA eliminando la multiplicación por 
ceros, puede ser realizada mediante r,-2N operaciones de multi- 
plicación compleja por los factores gè y mediante la sumación. Toda 
а transformacion discreta de Fourier se calcula, entonces, por (гу 4 


Tn - 7] r4) 2N operaciones de este tipo y por la multiplicación 
del Tesuliado final por el ES Т/2М. 

Si 2N = 22 (r, = г, = rp = 2), en calidad de matriz 

= (enh k, j= 1, i. , 2^, se puede tomar para el desarrollo 


i la måtriz, cuyos elementas, se expresan del modo siguiente (q = 


-$ Tu 
=e ): sea у = 0,1, ..., 22m —4 y p= 1, 2, ..., 272, 
entonces 
cem em ET 
v2" eu, y 2 y Py gr ME, y 2 Md 7°” 
cm 
Cy 9 qu, nigy. 2 MA yy 7 
-m 
dm = nn”, (45) 


y Mpm- a, y 274g 


<f”)=0 para los pares restantes (К, j). 
7.34. Escríbanso las matrices W,, Wa y И; correspon- 
dientes a las fórmulas (15) para 2N = 
7.35. Sea X = в, din zx A. goo los pro- 
ductos Z (0 = W,X, ZO = W,Z09 = W,(W,X) y 20 = 
= 1,20 = W (WW. n . Compárese el resultado obtenido 
con el producto WX. 


Para la sucesión finita de los números complejos (to, fy -. 
s s Ty). TDF según la fórmula (12) se puede representar en la 
'orma 


(n—0, t, ..., N—1) 
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y TDF inversa (ТОРІ) en la forma 
N-t 2nink 
к= У gae * (k=0, 4, ..., N—1). 
n=0 
Designemos brevemente TDP y ТРЕТ, respectivamente, 


Y-gix|l y X-y'lvl 


donde X = (хо, mp scs хм, Y m os ge soo 9x le 


7.36. Fórmese en Fortran el subprograma para caleular 
los transformaciones de Fourier directa c inversa valiéndose 
el algoritmo rápido. Los parámetros son: N, N1, KIND, A, 
B, AA, BB, donde N1 es el nümero de elementos de la suce- 
sión inicial (y de la transformación), N es cl exponente de 
la potencia en la igualdad N4 = 27, KIND es el cero ó el 1 
(cero cuando se calcula TDF y 1 cuando se calcula TDFI), 
A y B son tablas de entrada de dimensión N1 para las 
partes real o imaginaria do la sucesión inicial, AA y BB son 
tablas de salida de dimensión N1 para las partes real e ima- 
ginaria de la transformación obtenida. 

En Jos problemas 7.37 —7.41 fórmese en Fortran el sub- 
programa para obtener la sucesión compleja (tj, 2, .. . 
05 dios), poniendo zy = = (fa) + 1-0 para las funciones 
indicadas z = z (t), t € (1, 128], t, = k = 1, 2, ..., 128. 
Los parámetros son A, B, donde A y D son tablas de 128 
elementos para las partes real e imaginaria de Ja sucesión. 


0, ¿€[1, 32] U[97, 128], 
20, 1 c (33. 96]. 


7.37. 2-25. 7.38. =] 


1 
7.39. х= (128—4). 
t тєрї, 64, 


Ар: z-| 128—2, t c[65, 128]. 


ТЛА. =. 

7.42, Empleando los subprogramas obtenidos en la 
resolución de los problemas 7.36 y 7.37--7.41 para una de 
las sucesiones (T), x, .... Туз), fórmese en Fortran el 
programa de las transformaciones siguientes: 

a) hállese Y =$ [X]; 

* p) рага т = 24, 32, 40 de la sucesión (y, | n = 1, ... 


..., 128) obténgase la sucesión (yn |n = 1, .. ., 128), 


21-0861 ` 324 


cuyos elementos se determinan por las igualdades 


Үн | Jas B1. 2, ...,64—m, 05-E m, ..., 128, 


0, n—04- matt, ..., 65 pm- 


c) hálleso X. - A7! IP; 


d) compárense Jas sucesiones (z,) y (т) hallando sus 
diferencias. 


RESPUESTAS 


. € Emplécse Ja fórmula 


пе ч 

redd 1.4. 14i. 1.17. Diverge. 1.18. Converge. 
onverze, 1.21. Diverge. 1.22. Divorge. 1.23. Con- 
1.25. Converge. 1.26. Converge. 1.27. Converge 

Converge. 1.29. Diverge. 1.30. Converge. 
1.31. Converge absolutamente. 1.32. Converge, Diverge. 1.34. Di- 
verge. 1.35. Converge. 1.36. Converge, 1.37. Converge. 1.38. Divergo. 
1.3). Converge. 1.40. Converge. 1.41. Converge. 1.42. Converge. 
1.43, Converge. 1.44. Converge. 1. Converge. 1.46. Converge. 


1.47. Converge. 1.48. Diverge. 1.49. Diverge. 1.50. Diverge. Ф prd 


n 
> 1, 1.51. Converge. 1.52. Converge. 1.53. Diverge. 1.54. Converge. 
1.55. Diverge. 1.56. Diverge. 1.57. Convergo. 1.58. Converge. 1.59. 
1.60. Diverge. 1.61. Diverge. 1.62. Converge absolutamente. 
erge. 1.64. Converge absolutamente. 1. р > 1, la serie 
converge para todo 0; si p « 1, diverge. Si p = t, la serie. converge 
para @ > 1 y diverge para œ < 1. 4.66. Si p > 1, la scrie converge 
para cualesquiera & y B; si p < 1, diverge. Si р = 1; la serio converge 
рага а > 1 у cualesquiera В y diverge para о < 1. Si es que p = 
=a = 1, la serie converge para В > 1 y diverge рага f «1. 
1.68. Converge condicionalmente. 1.69. Converge absolutamente. 
1.70. Divergo. 1.71. Converge absolutamente. 1.72. Divergo. 1.73: Con- 
verge condicionalmente. 1.74. Converge absolutamente. 1.75. Con- 
verge absolutamente. 1.76. Converge condicionalmente. 1.77. Con- 
verge absolutamente. 1.78. Converge condicionalmente. @ Arialicense 
las sumas parciales con los números 8r, en Jas que hay que agrupar 
los términos con los números 8k + 1 y 8k + 5, 8k F 2 y 8k +6, 
8k +3 y Bic 4- 7. Cerciórese de que existe el límite lím Sen. Luego, 


de Euler cos in 


1 19. Converge, 1.20. 
24. Div 


Im 

así como al demostrar el criterio de Leibniz, válganse de la correlación 
xd па OT к 

lim rca io EN 0. 1.79. Converge condieionalmente. 1.80. Diverge. 


mos 
€ Analícense las sumas parciales con números pares. 1.81. Converge 
condicionalmente. 1.82, Converge absolutamente. 1.83. Diverge; 
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144. ө Válganse de la desigualdad |a-] <$ (] a194] b 19. 


6) 
1.85. Converge. «€ Estimemos сп. Tenemos cn = $ wx 
l=1 
: 1 1 ES 8 idi S 
2. Р 
+ 3 топи < унт ( Datar A ajs 
hebt "t () PI 


ES Ae. Los sumandos obtenidos son términos de las series 
2% 
y 4a Y 22. > 1.80. Convorgo. Ө Para 


ni 


ys 


E 
convergentes Ау bH 
n=1 


ti 3 cum aar 1 desarrollo de la fracció 
estimar з= A quese el desarrollo de la fracción 
= 


D 4 1 ENS: 1 1 3: 

€ siape anat xxn) 
Š 

y muéstrese que los números by —(—1)"** = Ж docrecon 


hæt 


monótonamente respecto a la magnitud absoluta. 1.87. Divergo. 
€ Aprovéchese el desarrollo de la fracción en simples, obtenido 


n 


1 1 
AA 2 E 
m" 


en ol problema anterior, y ostímense los términos dy = 


1 


n 
à ^ 3 9 
por abajo. 1.88. Divorgo. e .- 3 AFD = para nz»2. 


2.1. (0, +00); conver; absolutamente рага z€ (1, +00). 
2,2. R; la convergencia es absoluta en todos los puntos. 2.3. Di 

en todos los puntos. 2.4, R«(—3); la convergencia es al 
todos los puntos. 2.5. (— co, — 1): la convergencia es absoluta en todos 
los puntos. 2.6. 4, —4/2} U (1/2, 1); converge absolutamente 
para z€ a —A/2) U (12, 1). 2.7. [0, оо) U fkn |k = —t, 
—2, .. .); la convergencia es absoluta en todos los puntos. 2.8. (—2 ,; 
la convergencia es absoluta en todos los puntos. 2.9. (0, +00); 
convergencia es absoluta en todos los puntos. 2.10. [1/e, е); converge 
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absolutamente рага 2 € (1/e, е). 2.11. | 2 — 2 | > 1. 2.12. | z 4,1 | > 
> 1. 2.43. | z — 3i | > V/ 2. 2.14. El semiplano Be z > 0. 2.45. (2] — 
— n/A«cargz« aá y 3nf/4<argz<5m4). 2.16. Rez «0. 
247. Bez — 1. @ Compárese la expresión | (—1)? n~z] con el tér- 
mino n-~? de fa serie de Dirichlet. 2.18. Im z > 0. Ф Aprovéchese el 


hecho de que la función lineal fraccional w = е9 2—29. aplica ol 
2—10 
semiplano superior en el interior del círculo unitario. 2.49. | z |2 1. 


e Para |а! > 1 la función w = «ї#-#—@_. aplica el exterior del 


—a: 
círculo unitario (| т | 2 4) en el interior (| ш} < 1). 2.20. | (1 — 
— z) | << 4, es decir, Re z < 1/2. @ Véase el problema 3.53. del cap. 
11. 2.21. Convergo рага = € (0, -+-0o), converge uniformemente si 
r€|e, +o) para cualquier а >> 0. 2.22. Converge рага z€ 
€ (—0, —3) UY [—1, -|- оо), converge uniformemente si z € (— oo, 
-3—8l U [—1, -+ov) para todo ô> 0. 2.23. Converge uniforme- 
mente en todo el eje- . Converge en todo el eje, excepto en los 
puntos z = —1, —; . Converge uniformemente en el conjunto 
obtenido del eje, después de la eliminación de los intervalos (—8,, — 
— kh, —k -+ 6), k= 1, 2,..., donde 8, y бузоп tan pequeños 
como se quiera. 2.25. Rez 5 0; la convergencia uniforme en todos 
los puntos. 2.26. | 2 — 1 | < 1; la convergencia es uniforme en todos 
los puntos. 2.27. Converge рага lez > 1, converge uniformemente 
рага lez р > 1. 2.28. Converge fuera del círculo | -- 2 | > 1, 
converge uniformemente fuera de cualquier círculo | z + 2 | zz > te 


= 
LI 


2.29. eCalcúlese А, (2) = J) AFA У muéstrese que 
k=n+1 


lim. Rp (3) = 1 Æ Rp (0) = 0. 2.32. La serie converge en la región 

que consta del interior del círculo unitario | z | < 1, del punto 2 = 1 
y del exterior del círculo unitario | 2 | > 1; la serie converge unifor- 
memente en la unión del círculo cerrado | z | < 1 — i y del exterior 

cerrado del círculo | z | > 1 + ё para cualesquiera y, б > 0. La suma 
le la serie 


4/2 para |21>1, 
S=} —4/2 рага |z| <1, 2.96. eEmpléese la afirmación 
O para z = 1. 


del problema 2.35. 

3.1. Si la serie potencial (1) converge en el punto z = 2 5 Zo 
entonces converge absolutamente en el círculo | 2 — zo | < | zi — 20 | 
y converge uuilormemente en todo círculo cerrado | 2 -- zo | < r< 
Lp — zo |. Si la serie (1) diverge en el punto z = z,, diverge tam- 
bién fuera dcl círculo | 2 — zo | > | za — zo |- 3.2. Ф Para demostrar 
las afirmaciones a) y b) aplíquense el teorema de Abel y el teorema de 
Weiersirase, y para demostrar la afirmación с), el teorema de Abel, 
con la afirmación del problema 2.35, tomando en consideración que 
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arrr 
Tim V ll [Ге]. 3.3. e Aprovéchese la afirmación b) 
noo nti” nao 
del problema 3.2. 3.4. Converge absoluta y uniformemente en la re- 
gión [2— 1| « 2. Converge absoluta y uniformemente en la 
región [2 -- 1| « 2. 3.6. Converge absolutamente si | z -- 2] «1: 
converge uniformemente si | z 4- 21 <r < 1. En los puntos z == —3 
y z = —1 converge condicionalmente. En el segmento —3 < z < —1 
converge uniformemente. 3.7. Converge absolutamente en la región 
[z— 4| < 1/2; converge uniformemente en la región |2 — 4 | < 
т< 1/2. En el punto z = 9/2 converge condicionalmente, en el 
punto 7/2 diverge. En cualquier segmento 7/2 < r< = 9/2 con- 
verge uniformemente. 3.8. Converge absolutamente en Ја región 


12 — 21 < 1/1 2; converge uniformemente en la región 12 — 21 < 
<r<1Y2. En los puntos 2 EE diverge. 3.9. Converge absoluta- 


mento on la región | 2 -— 3| < y5; converge uniformemente en la 
región | z — 3| & r « y3. En los puntos z= 3 +З converge 


condicionalmente y en el segmento 3— /3«;z«c3--|/3. uni- 
formemente. 3.10. Converge absolutamente en la región |2 | < 1. 
Converge uniformemente en la región |z| < г< 1; diverge on la 
circunferencia | z | = 1. 3.11, Converge absolutamente en la rogión 
Iz|« t: convergo uniformemente en la región | z | < Vr «1diverge 
en la circunferencia | 2 | <=1. 3.12. Converge absolutamonte en todo 
el plano y uniformemente сп cualquier región Jimitada. 3.13. Converge 
absolutamente en la región | 2—11 < 8; convergo uniformemonle 
en la región 11 r« 8; en los puntos r= -7 y z = 9 di- 


verge. 3.14. Diverge en todos Jos puntos, excepto el punto 20 = i. 
3.15. Converge absolutamente en la región | z — 31 <: V 3; converge 
uniformemente en la región | z-— 8| <r < V 3. En los puntos z = 
= 8 + У diverge. Converge uniformemente en cualquier segmento 


3—V8«sr«3-r- 13. 3.16. Converge absolutamente en todo 
el plano y uniformemente en cualquier región limitada. 3.17. Converge 
absolutamente en la región | 2 — 1! < 1; converge uniformemente 
en la región ¡—11<r<4; en la cireunferencia | z — 1 (1 
diverge. 3,18. Converge absolutamente en la región | * — 31 g 
converge uniformemente en la región | 5 — 3 | <r-< 4; еп el puuto 
z= 7 converge condicionalmente, en cl punto т = —1 diverge. Ён 
cualquier segmento —1<1<=<7 converse — miformemente. 
3.19, Converge absolutamente en todo en plano, converge uniforme- 
mente en toda región limitada. 3.20, Converge absolutamente en La 
región |z| < 2; converge uniformemente en la región | z |6" « 2. 
En el punto z = —2 diverge, en el pnto z = 2 converge condicional- 
mente. En todo segmento —2 < 1 < т < 2 converge uniformemente. 
3.21. Converge absoluta y uniformemente en la región |21 5 2, 
3.22. Converge absolutamente en la región | z — 1 | == 9/4: converge 
uniformemente en la región | z — 1 | & r < 9/4; on Jos pontos х = 
= —5/4 y т = 13/4 diverge. 3.23. Converge absolutamente en Ja región 
Iz] < 17е; converge uniformemente en la región !z| <r< 1/6; 
en los puntos z = +1/e diverge. 3.24. Converge absoluta y wnilorme 
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mente en la región | 2— 3| <1//2. 3.25. Converge absoluta y uni- 
formemente еп la región 12 +3|<1. 3.26. Converge absoluta 
Y uniformemente en la región | 2 — 3 | < 1/2. 3.27. Converge abso- 
utamente en la región | z + 3 | < 1; converge uniformemente en la 
región | z -- 3| < r < f; en los puntos z = —2 y z = —4 diverge. 
3.28. Converge absolutamente en la región | z | < 1; converge uniior- 
memente en la región }2! « r < 1; diverge cn la circunferencia 
| z | = 1. 3.29, Converge sólo en el punto z— 5. 3.30. Converge abso- 
luta y uniformemente en la región | z | < 1. 3.31. Converge absoluta- 
mente en la región | z | < 1/2; converge uniformemente en la región 
]z| sc r« 1/2; diverge en la circunferencia | z | = 1/2. 3.32. Con- 
verge absoluta y uniformemente en la región |z — 2| < 1. 


E ninti) 


= TD ц 
337. У) $ GIn3* || <o. 3.38, y 5—01 "£5, 
n=l n=0 


ES 

A 1 (22)2" å 2 

< 00. 3.39.1455 A Con шг, 1:1 < о. 3,40. 2437 294 
— 

++. pii. ө Bl radio de convergencia de esta sorio 

se determina aplicando el corolario del teorema do Taylor. 3,41. 1-4- 

л 


з 5 2 16 
"atte dide vm 842. 2 ара. 121 


«A. 848. 1- ГЕ Уна Пе <, MAL 1—22 4. 


" 
К gn 29 NS 
apo DP TE ess Га оо. 348. Y) (999 Gar? 
ne1 
E a 
an+ LL 
pz] «oo. 3,46. У) (—4у" aem ,121<2.3,47. У an, 
LU n=0 
= 
3 2-5-8... (8n—4) 
ао 34 0—gp— уу рат Lan, qapez. 
n-2 


1 ж. фу А, ‚41-3... n4) 
349. = (^—3 +54= fd Te iss). 
O ndi , 31 
Газ. з. Xe ipn. (nx 
n=l 
зи. Pte) Penes, |a] <4. 
n=0 


E - 
а 2"-1(п--2) E 
3.52, Y rr E, alaoo К У элй, 1216: 
ny ne 
tad 2n+1 ге 
19 z z " ^ 
зи. Уу O ar 121. 3.55. У (ix 
п= 0 nu 
Фат bas Ape an 1 
харуг" 12] ee. 3.56. У сөзе ч, B 


n=1 


cuando =} converge condicionalmente. 3.57. In 2-- У) (уч 


nat 


n 
х@-+Е2-")-—‚ |z] <1; para z—1 converge condicionalmento. 


3.58. z-- 3 (— EL EI Пар si z—-1 converge 
n=l 


P- n 229 2 
absolutamento. 3.59. p: "AA 1 | «1; para z— &1 con- 
n-0 


EI 
verge condicionalmente. 3.60. 24 bi E 


nel 
o 
—— У] ү-дүн. ЖЧ... 
cuando z= + 1 converge absolutamente. 3.61. ; ) POTTERY 
Б. m 
ime 


Га <. 3.62. D 0" герт Iz] «oc. 
ned 


- 
2n.zin-i созт бент Sen гү” 

з, o Ant роз: кен: нш: 
aes. J po Dr «соо, ө E087, e. 
ned 


z 
Ej 4) 227-2 sons—¿. eos 
3.64. » (н б DET, lzl<o. e ASE 
а, 
(E. 365. — —184-50 5-4) —14 ( | 4): (s 1-40. 


E = 
y z— 3i)” 
3.66. pi (—1y9G—2)0, |1z—2|«1. 3.67. 21 ges 
n=0 w0 
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ETE 


1z—3i| «|1—3:|]— V 10. 3.68. rn 2—3|«2. 
ES 

3.69. 5j (1300) (439, |а «c2. 370. 1-694 
п=0 


ha e 
n 2 (apa 2-5. 084) 


12—11<1. 


n(2—2)"-1 " ч 1 туче 
^ Bp me iuh ө = (2). 
= 


(z m ds 


3.72. e73 3 r lai<: 3.73, e Y (C74? de (mae 


= D 
а 
-Hain раро. 3.74. У) (1 (—— am 
n=0 " 
4 de 
+ гет 50). diee 875. 324. У (чех, 
ni 


ГА 5 
AA mito 1n (6:43)=I084+1n (144 6—0. 


378. шаф J pn EERE, E 1211; 


n=1 
2 - 
quse 1101606 SE am 1: ipe: LB 
‚а 1 
para 25 3, 0 pora 2=3. 3.80. |s] c al; 381 12145 


1 А " 
[er 3.83. e l'epresentando f(z) en la forma de serie, según 
las potencias tz- а), es decir, оп forma de / (z)— У) cn (s—a)", de 

10 


la continuidad de 7 (2) en el punto z—a, convénzase de que со=0. 
Esto significa que f (2) —(s— a) 2 сп (z— a)^-1 — (2—a) f, (т) donde 
Ja (2) es una función aualítica en га Геша is—a| c Ryh ES 
2, ‚ De aquí conclúyanse que ne etc. 3.84. 
3.85. 6] TO= 12 b) у (20) = 22. 3.86. g()=f(2)=1/(2—2) en n 
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parte común de los círculos |z] < 20 1z—i | « y 3. 3.87. (2) = 
—f()-1n(i--z) en la parte comun de los círculos |z| «1 
y [3-12 | c2. 

4.1. 10 000 para z = 1 ó in para s = - 0,5, 4.2. Dos términos, 


el error absoluto limite кусу. al EN = (0,000036 «0,0009. 4.3. 


0,0002. 4.4. |x| « 0.9067. 4. - 0,002. 4,6. 1,6487. 4.7. 0,3670, 
4.8. 0,5878. 094. 4.10. 0,5403. 4.11. 0,8269. e Teniendo en 
cuenta quo 10! 8 x 3,1415926 63 — 0,5971983, redu- 
cimos el argumento a la magnitud 0,59 963 € [0, »/4] y hallamos 
que sen 1000 = sen (1,15707963 — 0,5971963) = cos 0,5971963. 
4.12. 8,0411. 


e i83 124 Syn (1 4)". 443. 3,8730. e yT= 


1/2 
(1-5) ‚ 4,14. 54437. e = (6254-7513 = 


=5 (1435). 445. он, Utilicose el desarrollo mp 


- 
=2 Y (1 I pura ==. 4.16. 0,5230. 4,17. 0,0385. 
nmi 
4.18. 1,1752. 4,19. 1,1276 
4.20. FUNCTION S(Y,EPS) 
PI = 3,141593 
112 = 1.570796 
х= ү 
FACT 
SX — 1. 
IF(X.LT.0) SX = —1. 
- ABS(X) 
X.LE.PI) GO TO t 
X1 = Х/Р! 
Х= ху 
N N/2 
M= N – Ni’ 
IF (M.NE.0) FACT = —1. 
хи N 
= X — X11*P1 
IF(X.GT.P12) X = PI— 
S == 0 


1. 


- 
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A = (A -H 2AA 4-3.) 

5= 5 + 5М 

S = S*(—1)*(X*XY'A 

IF(ABS(SMY.GT.EPS) GO TO 2 

8 = (S + SM*SX*FACT 

RETURN 

END 
Ф Yu que sen » = sign (х) «sen | х |, se puedo considerar que = > 0. 
Sea х = nn -i 11. donde n = [= ] y 7, € [0, л), entonces sen r= 


= sen (лп d- д} == cos xn sen а = (—1)" sen z,. En este caso, si 
né (5. x) ¿ponemos que sen ze (—1)" sen (n— 7) =(—1)" X 
n 
ZB 
4,21, FUNCTION C(X,EPS) 
PI2 = 6.283185 
Ү = Х 
IF(ABS(X),LE.P12) GO TO 1 
N = Y/PI2 
A=N 
FACT = 1. 
IF(X.LT.0) FACT = --1. 
Y = Y — FACT*PI24A 
4 Y — Y + 1.570796 
C4 S(Y,EPS) 
RETURN 
END 
5,22. FUNCTION E(Y,EPS) 
HEAL* 8 F172,71 828182845907 E2. 0,3678704411714! E, i4 


Xsen sy donde an 


X=Y 
IX— X 
X1—1X 


X=X-—X1 


E4=1. 
E=1. 
B = ABS(X) 


JX = IABS(IX) 
IF(JX.LT.1) GO TO 3 
ЕЗ = R4 

IF(IX.LT.0) E3 = E2 
D01I=1, 3X 

E4 = E4* E3. 

ЕМ = 1. 

Т = 0. 

Teqa 1$ 

EM = EM*X/T 
Е=Е- ЕМ 

EPSI = ABS(EM)*B/T 
IF(EPS1.GT.EPS) GO TO 2 
ЕМ = EMÁ 

E = E*EM 

RETURN 

END 


La estimación del resto es 


w e 


№ 


La na 


ЕЕ ЕЕ 


піп 


El número е е1. еї, |; | 4, donde е17--е.е... е para 


[x] veces 


[2] ;> 0, el = түү Pam (2) < 0, 


{х} 


4.23. 
FUNCTION BINOM (X,ALFA,ETS) 
IF(X.GT4) GO TO 2 
BINOM = 1. 
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1 А = ALFA — Т 
T=T-+1 

B = ВжА»+Х 1 

BINOM == BINOM - B 
IF(B.GT.1) GO TO 1 

RPS4 = ABSUNL'U—ABS(I) ABSQO/T) 
IF(EPS1.GT EPS) GO TO 1 
RETURA 

WRITE (3,3) 

FORMAT (X.GT.t 5 
RETURN 

END 


PES 


ө La estimacion del resto es гла & )=| x 
1 
"— — 
¡a 
а 


4.24, 
FUNCTION ALN(X, EPS) 
T=0 
ALN == 0. 
A= i 

T= 

А = (аА 
ALN = ALN +- A/T 
IF(ABS(A/T). GT. PS) GO TO 1 
RETURN 
END 

4,25. 
FUNCTION ALN1X,EPS) 
IF(X.GE.1j GO 10 2 
T=0 


Х2 = Xx" 
А = А*Х2 
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T2= 1*2 
B=A(T2+ 45) 
ALN1 = ALN1 + B 
EPS1 = ABS(B)(1.—X**2) 
TF(EPS1.GT.EPS) GO TO 1 
RETURN 

2 WRITE (3.3) 

3 FORMAT (9h X.GR.1) 


RETURN 
END 
e La estimación del resto es 
| ж [mn 
ONES Fha A: 


4.26. 
FUNCTION ARCTG(X,EPS) 
IF(X.GT.4) GO TO 2 
T=0, 
ARCTG = Х 
A=X 


T=T+1. 

X2 = (4.4X+22 

А = А*х? 

Т2 = T*2, 

ARCTG = ARCTG + A/(T2 + 1.) 
EPS1 = ABS(A**X2/(T2 + 3.) 
IF(EPSt.GT.EPS) GO TO 1 
RETURN 

WRITE (3,3) 

FORMAT ('X.GTA >) 
RETURN 

END 


= 


[2 


FUNCTION BO(Y,EPS) 
X-Ym2 
ВО = 1, 


4,28. 


= 


4.29, 
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=1. 
T=0. 

T=T- 4, 

А = AMA JURA) TAL 

ВО = В0 4 А 
IT(ABS(A).GT.EPS) GO TO 1 
RETURN 

END 

Uno de los dos subprogramas: 
FUNCTION SIH(X,EPS) 

SH = (E(X,EPS) — E((—1)*X,EPS))2. 
RETURN 

END 

FUNCTION SII(X,EPS) 

Te 0, 

SH = 0 

A X 

тети. 

т2 = T+2. 

FA = (Х»*2у/т2%(12 + 1.) 

А == AFA 

SH = SH +A 

1F(FA.GT.4) GO TO 4 

EPS! = A*FA/(1 — FA) 
IF(EPSi.GT.EPS) GO TO 2 
RETURN 

END 


FUNCTION CH(X,EPS) 

СН = (E(X,EPS) + E((--1.)*X, EPS)2. 
RETURN 

END 


. Tarea para e] ordenador referente al problema 4.10: 


п) snbprograma 
FUNCTION S(X,EPS) 


b) subprograma 


FUNCTION C(X,EPS) 

c) programa principal 

R = C(1.,0.0001) 

Ri == COS(1.) 

WRITE (3,1) R,R£ 

FORMAT ('COS1 ', 2F8.4) 
STOP 

END 

Tarea para el ordenador referente al problema 4.43: 
а) programa principal 

Ri = ALN1(0.333333, 0.0001) 

R2 — ALOG(2.) 

WRITE (3,1) R1,R2 

FORMAT ('LN(2) = ', 268.4) 
STOP 

END 

b) subprograma 

FUNCTION ALN!(X,EPS) 

Tarea para el ordenador referente al programa 4.14: 
a) subprograma 

FUNCTION BINOM(X,EPS) 

b) programa principal 

R = BINOM(0.12,0.25,0.0001) 

R = 0,2%R 

Rt = SQRT(700.) 

Ri = SQRT(RI) 

WRITE (3.1)R,R1 

FORMAT ('700**(1/4) = ', 2F8.4) 
STOP 

END 


- 


n g 
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4.35. 


pie EL 


* 
O As cH Е — | 
Aa e AO A 
h=0 n=0 
4.37. 0,2800. 4.38. 0,1991. 4.39. 0,4802. 4.40. 0,6225. 4.4%. 
0,7744. A42; 0,9401. 
4.43. 

FUNCTION SI(X,E. 


S) 


T2 = Te 
SM = SM*—4.)*X2/(T2 + 2.)e(T2 + 3.) 
A = SMAT2 + 3.) 


S12 SIS: А 
IF(ABS(A). GT. EPS) GO TO 1 
RETURN 
END 

4.44. 
FUNCTION ERF(X,EPS) 
ERF = X 


T2 = T*2, 
АМ = AM*(—1.)+X2/1 

А = АМДТ2 — 1.) 

ERF = ERF + А 
IF(ABS(A).GT.EPS) GO TO 1 
ERF = 1.128379*ERE 
RETURN 

END 


FUNCTION BINT(X,S,ALFA,EPS) 


TS ==, T*S +4, 
C= X8*(ALFA -- 1.19 T 
B = B*C 

/TS 

BINT = BINT + B'TS 
IF(ABS(A).GT.1) GO TO 1 
A = Bit. — A) 

EPS1 = ABS(A) 
IF(EPSA.GT.EPS) GO TO 1 


RETURN 
END 
5.46. 
FUNCTION ATGi(X,EPS) 


—1 M X*X 


(T*2. + 1.3402 

A*X2 

A/TZ 
ATG = ATG + B 
TP(ABS(B).GT.EPS) GO TO 1 
RETURN 
END 

4.47, 
FUNCTION ALIN(X,EPS) 
An 
ALIN 
T=0. 

iT=T+1 
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Т2 = TT 
А = A*X*(-E) 
В = A/T2 
ALIN += ALIN + В 
IF(ABS(B).GT-EPS) GO TO 1 
RETURN 
END 
4.4&. Tarea para el ordenador referente al problema 4.39: 
a) programa principal 
R = 0.886227*ERF(0.5,0.0001) 
WRITE (3.0 R 
FORMAT (*, P8.4) 
STOP 
END 


b) subprograma función 

FUNCTION ERF(X,EPS) 

Tarea pora cl ordenador referente al problema 4.40: 
a) programa prine 
R = BINT(0.6,2.,0.333333,0.0001) 
WRITE (3,0) R 

FORMAT (' INTEGRAL = ', FS.4) 
STOP 

END 

b) subprograma función 


- 


FUNCTION BENT(X,S,ALFA,EPS) 


1 1 1 
45. ara Y ( чарала ру “ 
4 нер 
- mn): 4.51. e Véase cl problema 4.50. 


4.52. @ Ei desarrollo en la serie potencial de la función 1а (14-x) pa- 
ra 2—1. 4.53, © El desarrollo en serie potencial de la función arctgz 


para 2=4, 4.54. In2. 4.53. Г, (2). 4.56. e—1. 4.57. dm 2. 4.58, 


A E 
ч PE NP 7 de 
send. 4,59, cos, 4.60. еї, 4.61. 1,0767. € > Uri = 2- 


nl 
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—E a)i LE (+ 3 . 4.62 4,3220. e 


nè o 30. 
a E. E л m 4 л 
$ зо К — ete ARE X (se Lom) 
ni n=1 
z 4 
e " 

4.63. 0,5071. е 2: = (ю-2 (6) 14 5 MS - 
+ 

Р S 1 A 1 3 
4.64. 0,0930. ө 3 C ra > (1-7) 0-х 

pa 

4 9 1 
x (1-7) 56) + (1— 8 Jo > o a maT 3j 

maj 
z 1 d. 2. dl zar 
4.65. 0,1249. ө AUR nF 201) O+ 
Sum 


ж(1—+) + 5) om x 


pen 


ture 4.66. El programa para el prebloma 4.64 ( emplioso 
e 1 1 Й 
la igualdad 2 Cami ES 
= 
1 [4 1 » < 1 
(io (1-3) io Cmm uu 


mí 


EPS == 0.0002 
8 = 0.822467/A -- B*0.901543/A**2 | D**2*0.947033/A**3 


0 = 1. 
С = 0. 
T=0. 
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алет 
0 = 3—11 
*AY(A* E + n 


5 рве) СА +3) 
WRITE (3,2 8 
2 FORMAT: SUMA DE LA SERTE + ”, F8.4) 


STOP 
END 
eS 25 А hnti 
4.67. y (2)= 3 p CEU e а gm 


pem 


q 207 eee n 2) n 3) ит), гей. Ad. йы 


= S 0207... AA y 4) aimes, TER, 4.09. y(z)em14- 


s 
430. y(z—14- =— -5+ 


qe E hab " 
JM. 444. y()=14 5 i» ЯТ +... 472 


na 


amm, ER 4,78. y) = 


" В 
= Ў о аа, ser аль моа Ў х 


(2т-Е1)1 
mei m=i 
ADA m, ае, 4Лб. у) с: E FQ. eta 


X s 3- Dif 
solución general delo contener dos constantes arbitrarias, por 
eso de las igualdades r(rJd-1)ag—0 y (74-1) (+2)0,=0 esco- 
gemas >= —1, entonces ay т 0 y a, = 0. 4.74. y (z) = С, соз V/ z4- 


4 Ca sen y Z. 4.79. ut V & sonz, Lais (0) V dos. 
e Vuilíceso la igualdad T (n4. 3) =e үз. 4.80. y (2) — 


=C (ex) Col y (ex) si v es un número mo entero e y(z)— 
Съ (ох) С.М (az) si v—n es un número entero. 4.81. y(z)— 
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= Calo (22) + С.У, (20). 4.82. VG) = Сз (20) + Cali Qn). 
483. y (2) = Cila (zV 3) + CoNo (2 13). 484 y GC Cih 
(82) +С. -is (82). 


2. 2i " 
541, 1—2| 2. 10; AES 5.2. zi] sop 5595 
«jsp «o Sem KR desi pex; e Б —-- 
; семе 5A. A uA 
A^ ds 1 
— Y 0006-1, 0c1:—11«5 Y C70 Ap, 
n-0 ni 


" 
Ора |< о. 5.6 PL 2 pii 4d. € Sustitáyase 3=1/1 y 


desarróllese según las potencias 1. 5.7. — dur n + A х 


= 
i 


kih (3 — iy 
AA ера — LS 32 CO e 
h-0 


2<|:i—il|<o. e m= (=): Гага el segundo 


E 
OPES 1 1 a 
desarrollo válganso de la sustitución aim. 58 7 Эч 


h=0 
кы E RR A E 
КАТ, tetrum ө upper Er 
-3 " E gano 
‚Уа ЮГ Ор «оо. 540, Aer 
n-0 nah 


1 р 
0<1:1<%. 541. У n= 18 016 
nau 


1 do i Ў 1 
512. У RH+ 018140. їз Xp рат 
т) mu 
5 cos 1 4son 1 
0121. 544. Xo кау (рит ерх 
n-U 
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4 


1 
LE en Ill o0. 


> 1 
MEDI 


ACU pi 

(— 2) Y XM 
" m-zot=p 
ganse de la acotación f (2), que desprende de la existencia del límite 
lím ў (2). 5.17. Ф lunpléese la siguiente ofirmación: si g (2) = 
2910 
= (3 — JP ар (21, m сә 1, q (20) Æ O y q. (2) сз una función analítica 
en el entorno del punto zp, entonces en cierto entorno del punto zo 


5.46. € Examínese la integral 


es válido el desarrollo 


TG = by d (2 — zo) +... donde bo = 


“тр” 0. 5.18. & Demuéstrose por reducción al absurdo, es 
" 


decir, supóngase que / (2) está acotada en el entorno del punto zo 
y dedúzcase de esta suposición que zy es un punto singular evitable. 


та! demuéstrese que £o 
es un punto esencialmente singular para ф (2) y пргоуќсћеѕе la afirma- 
t] 


5.19. & Analícese la fuución y (2) = 


ción del problema 5 18, 5.20. х cnz" converge сп todo el plano y la 
n 


0 
serio » c£? converge fuera del círculo | z | z> /t. 5.21. Los puntos 
nó 


x 
+ 

ELI ya-e & pon polos de tercer orden, 5,22. Los pun- 
tnsz, = 0 y z,— —1 son polos de primer orden y el punto z¿=1 es 
un polo de tercer orden. 5,23, Los puntos z, == kr, k = 0, 1, .. 5 
son polos de primer orden. 3.24. Los puntos zy = л (2% + 1/2, k = 0, 
+4, ..., sen pelos de segundo orden, 5.25. El punto 20 = 3i es un 
punto esencialmente singular. 5.26. El punto zy = —2i es esencial- 


k=0 Xf, sss 


singular, 5.27. Los puntos z; == (+ 
mente singular. 5.27. Los puntos zp hz Gr» 
gon poles de primer nrden y el punto z = 1 es un punto Jímite para 
los polos. 5.28, Ein cl punto z =- 1 tenemos una singularidad evitable 
y en los puntos s E PED, ко, 44, s polos de 
29. En el punto ту = 0 tenemos una singularidad evi~ 
table. 5.30, En el punto z, == 0 tenemos mm polo de cuarto orden. 
5.4. En los puntos z, -= In 3 -- 2kxi, А = 0, +4, ..., tenemos 
polos de primer orden. 5.32. Un punto regular. 5.33. Un polo de tercer 
orden, 5,34, Un punto reenlar (cero de tercer orden). 5.35. Un polo de 
seguado orde 36. Un punta esencialmente sinuular, 5.37. Un punto 
esencialmente sinuular 5.38. Un polo de segundo orden. 5.39. Un 
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primer orden 


punto regular. 5.40. Un punto regular, 5,41. Uu punto esencialmente 


singular. 
[añ ] -7+ 


64. 
P ali ME TERT 
53 J=; uo” pl Jg =D 


6.4. [2s gs 0992 65, ves[ 
[тазу * ки x , y" -u]- uo 6,8. 


rese ( кыр )я]=—:, k€Z. 6.7. res[ctg? z; hn] --0, КЄ. 


et 
33 (53-9) " e] 


6.8. re ss [557 Ы 0 =— 6.9. rs [e СЫ 0, 
sE 1] uu” 0] =1, [1 ES 


0], [hai 1]=— s. ros аа 0]= 


-—4 res [ e v3 A ‚6.12, 
E 12]= gent 643. 1. 6.14. 0. 6.45, 1. 6.16. —1. 
6.17. 0. 6.18. -$ З. € Empléose el segundo teorema sobre los 
residues. 6.19. 0. 6.20. лї, 6.01. - 1. (6.22, Y p вз. VË , 
GM. iu. 625 áni 626. —áni 627. 27 eas. ŠE shs, 


© Válganso del segundo teorema sobre los residuos y del resulta- 


ninti... (2n—2) — 2n 
da del problema 0.18. 6.29. (LME A о кт, 


6.30. 0. e Empléense el segundo teorema sobre los residuos y la 
relación res [f (2); co] =0. 6.31. 2л), 6.32. 0. 6.33. 0. 6.34. 0. 6.55. 


— 4xi. 6.86. . 6.37. 2ra O. 638. пуб. 639 
yet V (EA 
л п(п-| 11... (2n—2) л л 
Tm mi S844. mM Gp Ae que 042 
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де-+ 


(зеп 2-1-2 cos 2). 6.43. 


121 
n ~ 1 
уз“ NU 5—98 +) 6.44. 
Fo 045. Fed. 646. л 4 
al variar ё dosdo --co hasta — оо, no recibe incremento. 6.48. Dos 
raíces. 6.49. Tres raíces. 16.50. @ Utilícose el hecho de que arg 


fe=argÍ-(-args y arg (+ s2) no adquiere incremento cuando 


+ 6.47. Dos raíces. Ф р(!Ф), 


1 punti l contorno Д S| шї. est. 
ol punto 2 recorre ol contorno Z, ya que | TG) luec € 
€ Analícenso las funciones ў (2) = а" y Фф (2) =а12"-14-...-|-ап en 


la circunferencia |z| = В de un radio bastante grande Л. 6.52. а) en 

el círculo |z|« 1 hay un coro; b) on ol anillo 1 < |2|<<2 hay 

cuatro ceros. € Póngase f (z)=8z en el caso a) y f(z) en el caso 

b). 6.53. a) сп el círculo |2]«71 hay un cero; b) en el anillo 4 < 

<|x[<2 no hay ceros; c) en el anillo 2< |z| «3 hay dos ceros. 
ya 


7.2. Para la función par: fj, 0, ien] 1 (a) cos 2002 
0 


dx, 


1/2 
para la impar: ey 0, Ва $ f F (2) son an iR (Rmi, s os 
0 
2 O sen(2m—1) [ 
z sen (2m z Я 
13.10) = I d OT. S= Иш. 103. 74. 


m 


s оо 
та) = J) SELL s (4) tig ton n Xx 


h-i met 
cos л (2m —1) x 
Xf TW. 501 (fig. 105), 7.6. 19= +2 In2x 
kx 


со sen! — 


2coskn—1 4 
2 Jig gua ^o e. pm go sen ke. 7.8. 


E 
1 4 (a —t” 
(tr q ©о°лїт. 7.9. 100) = р $ à dm 
head 
X sen ло" Dz 40. 100=5 Z sena Ê У goa 2n. 


23 Gmi 
1 


dic) Son) 


Fig. 103 


тла. a) Ба b) € Examínese la serie en el punto z,— 


3212 
1/4, 7.42, 1242. 743. 22/6. 7.14. е Multiplicando y dividiendo 
91,00) entre 2sen E, obtenemos Яа (rz) у 
3 z 
2 (144) son 7- 
2sen-- + sen EE т 4 n 
XM = Y) (cos ke 
a] 2 sen E 4(n4-1) sent ja 
2 E 
1 
sotti 
оова вО ТАБ J(e 
4 (0-1) sen? úl 2son? -5 


у= —2 У E У germs sen DM 
mel n-t т, n=1 
c (— 
746. 1G) + z5 sen mz- r5 " senny+ 


mes рй 


5 LJ 
=== am 
+ ў ( m sen mzsenny. 7.47. f (v, 25 У En 


п 
m, ni pav 
imn 
x sen Zn 20 AT cos nmz son TAL , 748. ja 
m n=l 
2л Q y 2 & (imma 
2n =0 2 - 
=F D п еалт У) DEEL son ama x 
seal m, n=1 
; ü 
Xcosny, 7.19. Flsign(t— a)— sign (t—5)] = zena DEN 
E ES 
ámv an э ы vd 
BM “ UAR. 2 sen? лу 
x : 722. g= AA + 


27^ cos ot do, 


€ La inlegral Fe Г] se calcula integrando según el pará 


metro a (véase el problema 4.28. del cap. 8). 7.24. Ys [жЕр |= 


-® 


z= í 27% зеп 0ге. e Utiliceso la rela- 


ción |е tu donde la integral Ye x 


x[ d ] está calculada en el problema 7.23. 7.25. Ya [te] — 


CN е8 vz Y —9 eei son ot do, 7.26. 
= Vi 2y2 
all o - а (04824 0?) -alt - 
Ret enu y E ÓN 
" 


За d arthat " TAE 
К | пе tds. 02 Sm 


: k 
еп? луд, vac PUR) 


0 para k=4n, 


son? лудТ, Ч (ок) 


LT n EN (fig. 100). 7.29. S (ук) 
_ Sen 2луһ — i (1 — cos 2луһ) _ К ve) 21800 ztva] 
x лур (Vim, PUa)-— nival 


лу para ke4, 2, - 5 O 
Y hara к=з, POZA (ш. 107). 740. SQ) 


‚ DIVA) 


_ sen 2лау [sen 2лау| _ 0, м S(v30, 
== PA фр m=( — si 50 <0 

"ETE: ea. 2 | cos mw . 
(ig. 108). 7.94. S Me Ay > A „Ф (у) -= 


р 0, si S (vios 0, 
TA —m, si S(v)-20 
1/2 

cos йе 23 dy la función соз лі debe representarse según la 
ET 


(fig. 109). @ Para calcular la integral 


sen? ду 


— 
Tu. SA, > 


fórmula de Euler. 7.32. 5 (v)= 
ду 


зеп &лу-}- i (cos ёлу — 1) 
лу * 


0 (fig. 110). 7 si) р) = 
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е, Els 


a No 


Fig. 106 


2a 


чө 


туу 


Fig.t109 


Vig. 401 


Fig. 110 


pup enim. | 


0, si v=0 y o=1/2, 
—2лу, si Ü «c v < 1/2, 


Ф (+=) =• tv) (Па. 110). 
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7.35. 20) — 


(100 
0 0 
tQ 
10 


oOo-cooco-ocoo-coooooc 


, 


0 


==оооосо 


Smorooooo 


"coco 


+ о 0 0 
sed 4 v 0 
0 1 о o 
dt a 
0 0 3 o 
б Quem @ 
ооо 4 
o о 0-4) 
1 0 o 0) 
0 g 0 0 
— 0 0 0 
0-4 о 0 
0 0 a ol 
оо о g 
0 0-1 0 
0 0 о —g) 
1 0 0 п 
б лж 0 0 
0 0 e o 
ооо p 
—1 0 0 0 
0 —4 0 0 
0 oe 0 
0 0 о -e 


(Gekzo- (zatze) 
(а=) + (4 — г) 
(020) — (nm) 
: (zo— 24) — 9 (2,— 24) 
290 |а а аа) 
(n — 29) +9 (e—a) 
Gu bm)— (ә) 
(n—2,)— 0? (z&— 25) 


(боа. ndi | 
(zo — ++ 9*2; — 9*24) +0 92 — 92 + 9225) 
(20-0 22—26) (zu a — grs 9%) 
(20 2,— 422 gTa) -H (gh, — @Эль— azs-- 977) 
(оа 4 26)—( а 25 34 2) |7 
(200—2. ta— 2) —( Фл 925-9923 40) 
баарда — 0x) — (qz, d 908—028 gtr) 
(20— 24 — 4*2; d gtr) — (qz, ——9913— q254- ах), 
7.36, SUBROUTINE FASTFT(N,N1,KJND.A,D,AA.DI) 
DIMENSION A(NI),B(NI), AA(ND,BB(NI) 
INTEGER V 
Mai 
1K-0 
2V=0 
3 J = (2**N)*K +V ord 
I= (2M —1)*K + V 4 
C = 3.141593 *TLOAT(V)(2**(M — 1)) 
IF(KIND) 7,7,8 
7 SI = SIN(O 


Z0 


GO TO 9 
8 $1 = —SEN(C) 
9 СО = COS(C) 


NI = 2**k(N — 4) + I 

JM =J 4 2**(M — 1) 

AO = A(NI) 

BO = B(NI) 

AA(1) = А() + AO*CO + BO*SI 
ВВ(3) = B(l) — AO*SI + BO*CO 
AA(IM) = A(1) — AO*CO — BO*SL 
BB(IM) = B(I) + AO*SI — BO*CO 


v=VY+1 

ТЕ(У — 2**(M — 1)) 3,4,4 
4K=K+4 

IE(K — 2**(N — М)) 2,5,5, 
5M-M-1 
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13 


9 


11 
12 


7.97. 


7.38, 
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DO 13 J= t.Nt 

AQ) = AMD 

B(D = BB 

IFM — N) 4.6 

IF(KIND: 10,1042 

DO 11 L5 £,NE 

ААЙ) == AA(IUNA 

вв = BBOVNI 
RETURN 

END 

SUBROUTINE РИА, В 
DIMENSION A(128),B(123) 
DO 1 I= 1,128 

A(D = 25 
B(n- 0. 

RETURN 

END 

SUBROUTINE FI31(A,B) 
DIMENSION A(128), B1128) 
DO 1 T= 1,32 


Ай = 
A + 96 — 0, 
ву = 0 

DO 2 3 = 33,95 
AU) = 20 

B(D = 0 
RETURN 

END 


. SUBROUTINE F732(A,D) 


DIMENSION A(1281, B(128! 
DO 1 1 = 1.128 

T=1 

АП) == T*428. — Т)/32. 
ВШ = Ч 

RETURN 

END 


7.40. SUBROUTINE F733(A,B) 
DIMENSION A(L25),B(128) 
DO 1 I= 1,64 

T=1 

Ай) =T 

A( + 64) = 64, — T 

B(1) = 0. 

BU + 64) = 0. 

RETURN 

END 

7.41. SUBROUTINE E734(A,B) 
DIMENSION 

DO I 1 = 1,128 

M1) = I 

BA) = 0. 

RETURN 

END 

7.42. DIMENSION A(128), B(128), AT(128), BT(129), 41 (123), 14 (128). 
*A2(128),B2(128) 

CALL F734(A,B) 

WRITE (3,10) 

FORMAT (8090 SUCESION INICIAL) 
WRITE (3,1) A,B 
FORMAT (”, 16F7.2) 

DO 2 1 = 1,128 

АП) = АП) 

Bid) = B(D 

CALL FASTFT (7,128,0,A1, BL, AT, RT) 
WRITE (3,11) 

FORMAT (6H0 ту) 
WRITE (3,1) AT,DT 

M= 24 

DO 6 I=1,M 

AT(64 — 1) = 0, 
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© 


[3 


зц! — 1—0 
AT(64 + 1) = 0. 
в ВТ(64- D = 0. 
DO 4 1= 1,125 
AD) = ATM 
4 B1(I) = ВТ) 
CALL FASTFT (7,128,1,A1,04,A2,B2) 
WRITE (3,12) M 
12 FORMAT ('M = 16) 
DO 7 I = 1,128 
AE) = А() — А2(1) 
7 BA() = B(I) — BAD) 
WRITE (3,1) A1,B1 
M=M+38 
IF(M — 40) 5,5,8 
8 STOP 
END 


CAPITULO 13 


CALCULO OPERACIONAL 


$ 1. Transformación de Laplace 


1. Definición y propiedades de, la transformación de Laplace. 
Se llama transformación de Laplace de la función f(t), tER (que, 
en general, puede tomar los valores complejos) Ia fonción Ё (p) de la 
variable compleja p, determinada por la igualdad siguiente: 


+o 
Р(р)= | ер: (0) dt, (1) 


Si la función j (2) satisface las siguientes condiciones: 
1) / (t = 0 para £< 0, 
2) existen tales constantes с y M que 


1£(01« Me para t0 (2 
б magnitud ое = inf g se lama fndice de crecimiento do la función 


3) en cualquier segmento finito [0, 7] la función f 9 tiene no 
más puntos que cl númoro finito de puntos de discontinuidad de pri- 
mer género, además consideramos que f (0) = f (+0), 

entonces la función f (t) se llama original y la integral de Laplace 
que figura en el segundo miembro de la igualdad (1) converge absnluta 
y uniformemente en todo el semiplano Re p => o > бо. 

Señalemos que la desigualdad (2) se cumple para cualquier o — 
= 00 + в, e > 0, y para o = ое puede no verificarse como, por ejem- 
plo, en el caso en que f (t es un polinomio (00 = 0). 

La función F (p) se Пата representación para f (t). La represen- 
tación F (p) es una función analítica en el somiplano Re p > 

La correspondencia entre el original f (t) y su representación 
5) se denota simbólicamente F (р) == f (1) o F (р) = L |} (01. 
Utilizaremos el primer símbolo. 


Hállenso las representaciones de las funcionos siguien tos: 
1.1. De la función unitaria de Heaviside 
А 1 para t>0, 
10= 0 рага 2<0. 
1.2. ettn (t), « CR. 
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En adelante, por función f (f) dada con ayuda de la fórmula ana- 
lítica se comprenderá el producto de esta función por la función uni- 
taria de Heaviside, es decir, consideraremos f (i) = 0 para t < 0. 

Supongamos que las funciones que se estudian más abajo f (f), 
10). у= 1. 2, ..., n, son originales, además f, (0) => Fy (p) 
para He p > оу. Tienen lugar las siguientes propiedades: 

1. PROPIEDAD DE LINEALIDAD, Para cualesquiera constantes Cy, 
k=1,2 ... п, 


n n 
Y) Cafn (0) = Y) СһЕһ (р), Re pz» más (91, Oy, ..., Ол}. 
LI k=i 
2. TEOREMA DE SEMEJANZA, Para cualquier constante о > 0 
m! р 
па) (2) , Ro p > асо. 


3, TEOREMA DE RETARDO, A] retardo de inclusión del original en т 
i: corresponde la multiplicación de la representación por e7?*, es 
lecir, 
$ (t —т) +з e PF (р), Rep > оо 
(para # < x en virtud de la condición 1) impuesta sobre el original, 
Л — 1) = 0). 

4. TEOREMA DE DESPLAZAMIENTO, Ala multiplicación dol original 
por e*! le corresponde el retardo de la representación en œ, es decir, 
©!) (t) =1 (р — a), Не (р — a > о. 

5. DIPRRENCIACIÓN DEL ORIGINAL. Si / (t) y sus derivadas (1), 
k= 4, 2, ..., son originales, entonces para todo k = 1, 2, s.. п 
100 (0) e pur (p) — (prof (0) + ph7*j' (0) +... + A-D (9). 

En particular, 
f' (t) == pF (р) —/(0, Кер > оо. 


6. INTEGRACIÓN DEL ORIGINAL: 


t 
es ED) 
far, 


o 

7. DIFERENCIACION DE LA REPRESENTACIÓN. A la multiplicación 
del original por el factor £ le corresponde la multiplicación de 1а repre- 
sentación por —1 y su diferenciación según el argumento p: 


Re p > бе. 


tnj (t) = (AFD (p), sed; ign e 


8. INTEGRACIÓN DE LA REPRESENTACIÓN, Si im es original, 


entonces 


, Š 
o= f roas. 
p 


9. DIFERENCIACIÓN E INTEGRACION SEGÚN EL PARÁMETRO. Si 


а, 
of (t. 
10, c) s P (p, a) y las funciones EED. у m ajda, consi- 
“ 
deradas como funciones de la variable £, son originales, entonces 


a «2 

Alt, в), др. 

icm AA yy, ada = | F (p, o) da 
eL 


e 
10. TEOREMA DE BOREL (multiplicación de representaciones). 
A la convolución de los originales 
1 4 


h* h= \ hif 0—7) aV (11) f; (1) de 
0 0 
le corresponde el producto de las representaciones, ея rlecir, 
his fa m Fi (p) Р. (р). 
11. INTEGRAL DE DUHAMELE. Si / (t) e F (p) y (0-2 G (p, 
entonces 
pr (p) G (p) e [ (0) g (D + ('»gY (0) = g (0 f (0) + (e «) (0. 


12. TEOREMAS DE CONEXION de los valores «iniciales» y «finales» 
del original y de la representació ‚ Si f (Фф = F (р), entonces. 
a) / (0) = lím pP (p) 


y (si existo el аме finito Jim M0 = [C оо 
d 
Бр) агара 


„0 
EJEMPLO 4, Н ско la representación de la función sen fM y cos pr. 
<4 Aplicando la fórmalo, de Euler, la, propiedad de ае 
y tomando en consideración la solución del problema 1.2. hallamos 


mifin dica dl 4 4 ) р 


реВ р т} 
(Be p > |Im BI. 
Análogamento 
ipt —ipt 
———Ó— (Re p> lim f). > 
Para calcular las representaciones, además de las propiedades 
indicadas, se dehe emplear la tabla de representaciones: 


EJEMPLO 2, Hálleso la representación de la función sen? ё. 
44 Según Ja fórmula de Euler tenemos 


ее үа 4 p 3(eit—ecif) et- elt ү _ 
2i ) 4 ( 2i 2i ) 


sen? = ( 


-i sen t— 4 onas 
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| Po) 


мо] jw P) 
F 4 
1 "(p => T ch Be | 
e" 1 
?| я + pp ЖЭР =p 
at 1 at p—ao 
e pa "e pg 
1% рі 1 ot B 
dep Ein paa | SN сы 
р се Re ((p-+- int) 
5 cos Pt TUB и ap 698 pe EDS 
= Im ((p+ pine) 
6 sen Pt РЕЙ 12 Ten pe DS 


Aplicando la propiedad de linealidad y Ја fórmula 6 de la tabla, hue 


lamos: 


3 1 
en? (a e 
ва г dir 


1. 8 
CA PEO 


Es 
IN 


» 


EJEMPLO 3 Hállese la representación de las funciones tett x 


X cos Bt y te^! sen Pt. 


teorema de desplazamiento hallamos 


te”! cos fit ез 


44 Empicando las fórmulas 14 y 12 de la labla para n = 1 y el 
„ Be ((р— 0) + B9) Ap— oy — p? 
[LEE Mo Ar ` 
¿Tm 000—0) Bi) 2p (p—a) > 


169 son В2 


(p-a F B9 


EJEMPLO 4, 


i 
=|-= 
ù 


Hállese la representación de 


(p — a)? В) 


* 
At (esta función зе Маша seno integral). 


la función Si t= 


А Valéndose del teorema de integración de la representación 


hallamos 


sent 
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Е Web oc, 


arctg p. 


e aquí, según cl teorema de integración del original obtenemos 


t 
Енен 
| 


x 
X uegp) -> 


EJEMPLO 5. Hállese el original para la función 7 (p) 


44 Primer procedimiento. Descomponemos el denominador en 
factores: 


pt RA = (ph + Apt + 4) — ара = (p? 4- 2р 2p! — 2p + D= 
= (p +1 + D (p 08 4 05 


Utilizamos el teorema de Borol y la fórmula 40 de la tablar 


t 
1 1 а zi 
tma p e j е* sen te 0—9 sen (t — 1) dt == 
0 
t 
et Du (cos (2x — t) — cos t) dv — 
à 


1 "n 
TU ( rpm oos Qo 0-4 2n A) 


4 „т | 
а) 


t mt 
=- (son t— cos 1) 4- E (sen t- cos t (son tch 1— cos t sh £) 


(en la integración fue empleada dos veces la regla de integración por 
partes). Apliquemos ahora e! teorema de diferenciación del original, 
En nuestro caso f (0) = 0, por eso 


Fu ur =1(0=Fsontsh. 


Segundo procedimiento. Descompon:amos el denominador em 
factores lineales (lo que siempre es posible, sí no se tiende a anotar 
la descomposición en la forma real): 


реа E 0 0 = 
(р (р 0 (р (р 1 


Desarrollemos ahora la función dada en fracciones elementales: 


4 i i i i 
Ро (ppr tR у= c) 
y. empleando la fórmula 3 de la tabla, obtenemos 


f= (tre ODE peat „ани = 
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і 


Í (ett (grt — et) 1 ett (et ent) =— ge ette 


A o elt eit 4 
«3:4 ou 95hsnt » 
EJEMPLO 6, Hállese Ja representación del original f (f), зї 
ro={ sont para Octa, 
70 0 рата toa 
_ а Vanpleando la función de Heaviside y tomando en consider 
sión ana n(t—m=4 para t >n, podemos anotar la función f (f) 
eu Ja forma 


10 = sen t + n (t — я) sen (t -- л). 
Utilizando la fórmula fi de la tabla y aplicando el teorema (10 retardo 
obtendremos 
1 act ire? 
ла Há => 
aiin E рҮ 


EJEMPLO 7, HMálloso e] original para Ja función P (р) == 
ep e 
RUP 


Е i A 
4 Dc uas de representaciones hallamos VY cos 2t, 


—sht, y con ayuda del teorema de retardo obto- 


nU t 
nomos 


P (p) e f (у= cos 22— n (0—1) (£— 5) 4-1 (L—2) sh (12), 
es decir, 


р 


cos 2t para O xc t «7 4, 
Е cos 2t — t-|. 4 para 1 «t «2, 
cos2t—t--1-4-sh(r—2) рага 2 tp oc. > 


Hállense las representaciones de las funciones 

1.3. sh? /. 1.4. ch t sen t. 

Hállense las representaciones de las funciones f (1) y 
f' (t) (hállese la representación de f (/) aplicando el teorema 
de diferenciación del original y verifíquese cl resultado 
valiéndose de la tabla de representaciones): 

1.5. f (1) = sen t ~ tcos Ё. 1.6. f (t) == isen t |- cost. 

1.7. f (t) = et sen? 1. 

1.8. f (0 = 4 (eh t sen £ | sh cos t). 


Empleando el teorema de integración de la representa- 
ción y luego el Leorema de integración del original, hállense 
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las representaciones de las funciones: 


1 


t t 
срт fet sht 
19 n mias 1.40. | ч. | dr. 


т 


Empleando el teorema de integración según el parámetro 
y luego el teorema de integración del original, hállense las 
representaciones de las funciones: 


1.42. ¡EAS 145, | 9a 
* т 
0 e 

Con ayuda del teorema de Borel y luego los teoremas de 
diferenciación e integración del original, hállense los origi- 
nales para las funciones F (p), pF (p) y и» . Verifíquese 
el resultado empleando el desarrollo en fracciones elementa- 
les y la tabla de represontaciones. 

1.14. F(p)= 


да & Жїрї ee 
ara: 1519. =p» 


== ЕРТЕУ 
1446. F (D) EA 
г 1 

O 
—— 
(041) (р? -F2p4-2) * 

Empleando el teorema de rotardo, hállense las repre 
sentaciones de las funciones siguientes: 
1 para 0<#< т, 
0 para t>t 


148. F(p)= 


1.19. 10-| 
(impulso unitario que actúa en e! intervalo de tiempo 
de ¿=0 a t—1). 

0 para ¿<7, 


1.20. rof 1 para T<¿<T +T, 
0 para ¿>7 -Ht 


(impulso unitario retardado). 
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| I t para Kt <T, 
h ara T<L< 27, 
121. fü) i a E ы 1 
| —4(4—3) para 2к<<4<3т, 
t Q para ¿>31. 
sent para 0<t<u/2, 
1.22. F= cost para 1/2<t< m, 
0 para tx. 


Я h para 0<t<4, 
1.23. РО ={ RED para 34. 

2 soni para 0</< 1, 
1.24. | sh( —л) рата t>x. 


1.25**. Demuéstrese que si Е, (р) — fo (0), donde 
0 рага?< 0, 
fa(t) 4 f(t) para Ost — L 
0 para tz 


у la función f(t) para tz 1 es periódica con el período 
1 (es decir, f(t4-1) = f (£)), entonces 


e 

Utilizando el resultado del problema 1.25. y las designa- 
ciones adoptadas en este problema, conociendo la función 
fo (f) y el período Z, hállense las representaciones de las 
siguientes funciones periódicas f (£): 


[ 1 para O tc 


i 0 para т<1< 7; = Т 


1.26, f (t) = 


(sucesión periódica de impulsos unitarios). 
1.27*. ү, (t) =sen ft para O<t< T 
f (t) = [sen pel). 


1.28. f, (t) = 


+ (es decir, 


sent para Oct л 
0 para mati; 
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h рага UÚ<i<e, 
1-2; ra=] — А para c<t< 2с; 
1.80. 50) = t para Oct «ce: ic. 


4; рага stace. 
1.31. fa (t)= = 1— 3c. 


— 7-і para c<t<2e; 


1.82. [, (0) = сози para 0<t< a 3 5 4e 

Empleando la tabla de representaciones y el teorema de 
retardo háliense los originales de f (f) para las representa- 
ciones: 


133. F (р) = c чї 7 
1.34. F „быа d E . 
1.35. F (p)= EE 


PYX— Ber Ra 


2. Ampliación de la clase de originales. Se puede ampliar la clase 
de originales incluyendo las funciones, que pueden ser no acotarlas en 
el entorno del conjunto finito de puntos, pero tales funciones, que la 
integral de Laplace de ellas converge. sin embargo. absolutamente en 
cierto semiplano Re p > оу. Entro tales originales generalizados fine 
ran la función potencial f(f) = 8 para и 2> — 5, la función lv £ 
y otros. En particular, a esta clase pertenece toda función f (f) que en 
ciertos puntos t = tp (k = 1 , m) es infinitamente grande de 


si 


orden menor que uno, es decr, tal que lím it — f (ti 
[E 
para cierto ry < 1 y si fuera de algunos entornos de puntos tj satisIner 
las condiciones, para las cuales se puede considerar la función como 
original 
EJEMPLO $. Hállese la representación Y fp) de la función f (= 


=й, p> -4 


E 
44 Tenemos F (pi = \ ерір o, después de la sustitución 
ò 


pit, 


эш? 


e ngu Iure 
H p 
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Así pues 
E 


mE: 
ТЕ) p” 


OPSERVACION Si p esun número posilivo entero, entonces T (p-f 
-F 4) = pl y leganios a Ја fórmula 2 de la tabla de representaciones. 

EjEMPLO 9. Hállese la representación de la función f (0) = 
ЕГА u >i 


4 Dv la. correspondencia tq: TEEL con ayuda de la dife- 
Р 
renciación por el parámetro д obtenemos 


Plato E TRA yp. 
TH "n P 


оо (DG) as). 


FI T (u4-1) 
En particular, poniendo p=0 y tomando en consideración que 
T(f)—1, I^ (f р (y==0,577215 ... es la constante de Euler) 
obtenemos 

Inte 2 777 08 > 


P 


ИАПШелве las representaciones de las funciones: 


26 pe 
1.36. 1@) = торту р> -1. 


á pe ini " 
1.37. f(t)- Té ЕП? p>—i 
1.38. (t) =% Int. 
pe 


139. [0 = rp 


cost, p 2» — e. 
p 
1.40. 109 = yu en РЬ в>—41. 


1.41. f(t) =cosft-Int. 1.42. f (t) = sen Pt-Int. 
0 para Kia, 
143. 0) = 1 


E para і>>а. 


364 


$ 2. Fórmula de inversión. Teoremas del desarrollo 


Si la función de la variable real f (t) cs original, es decir, | f (01 < 
< Mett y f(t) es suave a trozos en cada segmento finito 
del eje real, entonces la relación entre ella y su representación es biuni- 
voca: de la igualdad 

+o 
F (p)= | e-?t f (t) de 
0 
se deduce la fórmula de inversión 


о+{оо 
= j e»t F (p) dp (fórmula de Meliin), 


En esta fórmula el camino de inlegración es cualquier recta Re p — 
n c, paralela al eje imaginario y situada más a la derecha que la recta 
e 


р = бе. 
OBSERVACION. En todo punto +, que sea un punto de descontinui- 
dad de la función / (t), el segundo miembro de la fórmula de Mellin 


es igual a (Y (lo — 0) +4 (fo + 0). 


Si la función F (p), analítica en el semiplano Re p > do, satisface 
las condiciones: 


а) |F(p)| -> 0 рага |p} — co uniformemente respecto a arg pE 
л л 
«[-%› il 
b) para todos los o > 0 


a+io 


IF (z+ ty) dy < M, 
0-1 


entonces F 9 es la representación del original que se determina por la 
Iórmula de Mellin. 

La aplicación directa de la fórmula de inversión resulta a menudo 
dificultosa y por lo general se emplean los teoremas del desarrollo 
que son corolarios de ella: 

PRIMER TEOREMA DEL DESARROLLO. Sila función F (p) es anali- 
tica en cierto entorno de un punto infinitamente alejado y su desarrollo 


en serie de potencias de -> tlene la forma 


ғо) У ers 
LI 


entonces la función 


p 
16-5 antr, (50 Q(n—0 para 1 <0) 
n-0 


es un original que tiene la representación Ё (p). 

SEGUNDO TEOREMA DEL DESARROLLO. Si la representación F (p) 
es una función uniforme y tiene sólo un número finito de puntos singu- 
lares ру, Pas + - .» Pp situados en la parte finita del plano, entonces 

n 


f= У) res Тере (р); pal. 
LI 


Pm (p) 
Qn (р) 
nomios de potencias m y a, respectivamente is > т), ра, Pao. Pr 
son raíces del polinomio On (p) con multiplicidades iguales a 1j, las + . 7 
n de Hur dl t... F b, — п), respectivamente, entonces 


Si, eu particular, F (р) = 


» donde P,, (p) у Q, (p) son poli- 


$ 4 Jy-i Я 
10=2 q—nr Mm сг (Р-Р) * r (р) ер). (0) 
КЫ DI papa qp'h 

Si todos lus coeficientes de los polinomios Pm (p) y Qj (p) son números 
reales, entonces en el segundo miembro de (1) es til reunir los suman- 
dos pertenecientes а las raíces complejas conjugadas recíprocamente; 
la suma de cada par de tales términos vs igual a la parte real duplicada 
de uno de ellos, 

En el caso particular, cuando todas las raíces pi, p. Da 
del polinomio Q, (р) son simples, empleando la fórmula para calcular 
a residuo respecto al polo de primer orden (véase Ja pág. 000), obten- 
dremos 


^ 
10= Ў 000 м. e) 
LI 


de ж 
Токмо 1, Hállese el original do la función FQg)e-yt 2. 


4 Primer procedimiento. El desarrollo de la función P (р) en 
ei entero del pünlo,p «ox lleno la: forma: 


1 LJ 
1 1 1 1 
вте? = У 0 à COP ve 
т==0 n=l 


Por eso, en correspondencia con cl primer teorema del desarrollo, el 


= 
ы = 
original рага P (p) es la función f (t) = X тей Qv?) 
n=0 
(To es Ja función de Besel de primer género con índice nulo). 
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Segundo procedimiento. Empleemos cl segundo teorema del de- 


MA 
sarrollo, Con este fin hay que hallar el residuo de la función rd к 


respecto a su único punto singular p = 0 (ésle оз un punto esencial- 
mente singular), es decir, el coeficiente de 1/p del desarrollo de esta 


función en seric de Laurent en el entorno del punto p = 0. Tenemos 
4 
us "m кч» 
— ete Уш ( A34 гаж ) 
p” AR pa 


E | o 
e o) 


Separando en el producto de las series los términos que contienen 
1/p, hallamos: 


1 
em a 
1) =10s [5 ete P. o]- ioti ar 


т 


ek pem OV.» 


Em este ejemplo, la solución que utiliza el primer teorema del 
desarrollo resultó ser más simple, que la solución con ayuda del segun- 
do teorema del desarrollo. 


ioi 1 
EJEMP] gi E (n E EA 
EJEMPLO 2. Hállese el original para la función F (p) = pap" 


44 Empleemos el segundo teorema del desarrollo. La función 
F (p) tiene dos polos de tercer orden p = -EBi y su original se deter- 
mina por la igualdad 


ept 


fere po n [ 
=н» (арр) 


ri = |= 
Tenemos: 

СЕТ eds rg ЖЕ "т ) = 
a] ae (of тотуу) = 


+15 5 (cf) 


p-pi 
zx sept гейі 0200 ү 
m Cesar +) 


пеи зеби зои 
168 1685-16897 


© diferenciar hicimos uso de la fórmula de Leibniz para la derivada 
el producto). Separaudo la parte real de osta expresión y duplicán- 
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dola, obtendremos 


2 5 350 
Яй зеп Ві 3tcospBr , 3seupt 


ES a Р Йй cr 


EJEMPLO 3, Hállese el original para la función F (р) = 


Amd” 

44 Aquí el denominador de la fracción tiene sólo raíces simples 
руз = El, poa = ti. Por eso, en correspondencia con la fórmula 
(3) obtenemos 


4 

1 1 it -it 
10= У її en i (e-e Е + Ey) 
het 


4 eet 1 ett ett 
ту 2 2 
Pudimos resolver este ejemplo partiendo del desarrollo 


= Н (sh # — ер t). > 


Е ЕРЕ (HA) 
ра жүй pul) 
Empleando el primer teorema del desarrollo hállense los 
originales para las funciones dadas: 


24. Рр) = esL. 2.2. Р(р) = —- зәп 1. 


Ур VP 


1 1 1 
2.3. Р) a 2.4. PO" AER А 
1 р+1 
2.5. Р (р) = Mm tf + 
1 1 
2.6. Pp) Len. 2.7*. F(p)— 1; EPT, 


2.8. ¿Para qué funciones dadas en los problemas 2.1—2.7 
se puede aplicar, en la determinación del original, el segundo 
teorema del desarrollo y para qué funciones no se puede? 

Empleando el segundo teorema del desarrollo o desa- 
reollando en fracciones elementales, hállense los originales 
para las funciones dadas: 


23. Р(р) = EP 
и P2 
240. Р (р) = GAY * 


241. F (p) = $9). donde Q(p) = (рр) (P — Pa) ++. 
Q (p) 


... (P— Pn) y todos los números p, son distintos dos a 
dos. 
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1 


р г 1 
242. F(= 218. F(= epi 
а a 
2.14. F(p)— a” 2.15. Бир) = t T 
p p eS 1 
246. Р(р) = ue. 217. F) =- + 


H 
248. Р) 249. Pax > 


p 
220. Р (р) = туи: 


$3. Aplicación del cálculo operacional 
para resolver las ecuaciones diferenciales 
1. Resolución de lasjecuaciones diferenciales lineales y de los 


sistemas de ecuaciones con coeficientes constantes. Para hallar la 
solución x (t) de la ecuación diferencial lineal con coeficientes cons- 


tantes 
20) aro Баце = (0) (0 
(donde f (t) es el original) que satisface las condiciones iniciales 
z (0) = zo Y Zo +. AD (0) == ano, (2) 


veniente aplicar a ambos miembros de esta ecuación la transfor- 
mación de Laplace, es decir, pasar de la ecuación (1) con las conii- 
ciones (2) a la igualdad operacional 
(p? + ap? +... + an) X (р) +Q ip) = F (р), 

donde X (р) es la representación de Ja solución buscada, /^ (р) es la 
representación de la función / (0 y Q (p) es cierto polinomio cuyos 
icieules dependen de los datos iniciales zo, te, « - . 77" y que 
es idénticamente igual a cero, si хо == = rn 
Resolviendo la ecuación operacional respecto à X (; 


хо ¿0-20 


Lip) 

(L (p) = р" + apar! 4... a, es un polinomio característico de 
la ecuación dada) y hallando el original para X (p), obtendremos la 
solución buscada = (1). Si consideramos го, хе, » 297" constantes 
arbitrarias, la solución encontrada será la solución general de la ecua- 
ción (1). De modo análogo se resuelven lus sistemas de ecuaciones 
diferenciales lineales con coeficientes constantes. La diferencia con- 
siste en que en vez de una ecuación ош obtendremos un sistema 
de tales ecuaciones, que serán lineales respecto a las representaciones 
de las funciones buscadas. 

EJEMPLO 1. Hállese la solución general de la ecuación z* + 27 + 
+ z = tert, así como su solución particular que satisface las condi- 
ciones iniciales xy = 1, 20 = 2. 

44 Sea x (f) == X (p), entonces 


Y (0 => pX (p) — хо, z^ (0 = p*X (p) — pro — 20. 
24—0861 369 


Por la tabla ie representaciones hallamos te-t “+ y la 


ecuacion epcracional tiene la forma 
3 н. 
(24 2p-1-1) X (р)—(рР-+-2) zo-- A 


De aquí hallamos 


РЕ? 1 £4 
Twy "t {р-у tun 
Para determinar el origíual en el caso dado lo más fácil es representar 
X (p) en la forma siguiente: 


X (р)= 1 


4041 NR 
«pe ero ccu tug 
ENYA 
E 


Utilizando la tabla Je A hallamos la solución general 
za) -gy Pert+ (20 +25) tet 4 rent. 
Designando zy: (y, Zo - 14 = С. podemos escribirla así: 
z =$ tett (Ca + Cat) 7t. 
La solución particular que satisface las condiciones iniciales dadas ез: 
z w= De7t E (1730 et, фә» 


EJEMPLO 2. Intégrese la ecuación 2747 = f (t) para las condi- 
ciones iniciales nulas, si 


2 л 
=. para 0<01<-5-, 
d e Lao para AR ten, 


0 para £ >л. 
^ Anotemos f (£) con ayuda de la función unitaria de Heaviside: 


1) (1—a(: ES (^ (e z) nu—a))x 


2 2 
x ian (+ EIC 5) (-4 Jena e 2). 
Valiéndose del teorema de retardo, de aquí ballamos 
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entonces, suponiendo 


Ya las condiciones iniciales son mulas 
nal 


qu 
г (0) == X (р), llegamos а la ecuación epe 


1-20 pea 


> 


qnx o > 


5 partir de Ја cual, después de las transformaciones elementales, hal- 
amos 


7") er 


— sen £, entonces, aplicando de nuevo 


el teorema de retardo, hallamos 


a (t)= 2 (“== 9-29 (1-4) (( ч 


ле 
n (n) ((1- л) — sen (1729), 
es decir, 
| mias 1) para [EIL 
2 9 л. 
z(=] $ (seu t—2 cos 1142) para o bna 
[LA үч 


ución del sistema 
qye, 
2+0 
рага las condiciones iniciales z (0) = ло, y (0) — ya 
Sean z (H= А (ph и (D = Y (ph, entonces 7 00 = pX (m — 
— zp р (D == рУ (р) — Yo y obtenemos el sistema operacional 


EJUMPLO 3. Jállese la 


Я 1 
РХ (р) 20 + Y == y 


i 
Y = Ж =——-. 
РҮ (pÞ)— yo+ X (р) PET 
Resolviendo el sistema, hallamos 


x0= n 


Y (m= 


y, por consiguiente, 
{ z(i)—zoch t—y,sh t--tch t, 
y (t) — yoch t+(1—zp) sh t—t sh t. p 


si зи 


Hálleuse las soluciones generales de las ecuaciones di- 
ferenciales: 


ЗИЯ 0] t cos 3L. 3.2. х" — дг |- Ar = e, 
Baa Da estet 8.4. 2" J- a! — 2x c et 
3.5, a^ | r = esent. 


Hállense las soluciones de las ecuaciones diferenciales 
para las condiciones iniciales dadas: 


0; (0) = 0, a^ (0) =—4, 2" (0) = 2. 
+ eh (0) = d. a^ (0) — 0. 
м, op (0) — 0, z^ (0) — —1. 


sen 4 2 (0) = 0, z'(0) 
sen 24; ax (0) =1, a^ (0) = 
shi x (0) =- —1. 2 (0) = 2 
= et; х(0) = 4. 2 (0) = x” (0) = 0. 
shit; az (0) = z' (0) = z" (0) =0, 


344. a" p da" и 4- x — te, x (0) = z' (0) == 
= æ” (0) = 0. 
lállense para las condiciones iniciales nulas las solu- 
ciones de las siguientes ecuaciones diferenciales: 
3.15. a^ | z = f (t), donde 
1 para 0<1<2, 
0 para 2. 


10— 
3.46. а" | РО). donde 


| cost рага (Ú<t< л, 
10> 0 para tan. 
8.17. а” — x' = f (t). donde 


et para Ot « 1, 
0 para 1221. 


3.18. z” + x = f (t), donde 


1()= 


—1 para 1<1<2, 
0 para t>2. 


1 para 0<1<1, 
1o- 
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1 
3.19*. Resuélvase la ecuación integral fa dx 4- 
ò 


+2 (t) = f (t), dondo 
t para 0<i<1. 
f (t)=} 2—t para 1<t<2, 
0 рага t>2, 

3.20*. Con ayuda de la integral de Duhamelc demuéstrese 
la siguionte afirmación: si z, (t) es la solución de la ecuación 
209 e aah --... + ag = 1 para las condiciones ini- 
ciales nulas (e (0) = г (0)=... =D (0) = 0), en- 
tonces la solución de la ccuación E kan +. 
«+ daz = f (i) para Jas mismas condiciones iniciales 
es la función 


t t 
10 [70109 dv. (H) (O+ | ft) s (0d 


(f (t) es un original arbitrario). 


OBSERVACION resultado del problema 3.20 permite determinar 
la solución de la ecuación diferencial lineal соп cocficientes constantes 
para las condiciones iniciales nulas, sin hallar la representación del 
segundo miembro de esta ecuación. 

Empleando cel resultado del problema 3.20, hállense las 
soluciones de Jas siguientes ecuaciones diferenciales: 


3.2 В TERES 
3.24, x—u 3.22, z"--x m 


4 " 1 
Tr^ 3.24. г EU eI 


soluciones generales de los sistemas de 
ecuaciones diferenciales: 
$27. a^ | yw shi- sent, 


y” Fa c cht-- cos t. 


Hállense las soluciones de los sistemas do las ecnaciones 
diferenciales para las condiciones iniciales dadas. 


3.28. a' -+ y = 0, 


x (0) = 1, y (0) = 
F к^; 
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3,29, 24" + x — y' = —3sen t, 
z(U)- 0, 2^ (0) = t, 
w | y'- —sen l; у (0) =— 0. 


х (0) = —1, z' (0) – y (0) = 
= y (0) = 1. 


200) = y 0) = 0, '(0= 
а'— y^ 2cost; = y (0) = 2. 
3.32. a" — y' = ё, 


3.81. 2^ — y — 0, 


z(0)- 1, y (0) — —, 
z'4 y'—y —0; z' (0) = у (0) = 0. 
9.08. a^ | y == 2 sen t, 
yz 2 cos t, 
2" —-r=0; 
x(0) - z (0) - y (0) = 0, æ (0) — y (0) = --1, 2 (0) = 1. 
Intégrense para las condiciones iniciales nulas los siste- 
mas de ceuaciones diferenciales: 


1 рага 0c «s, 
donde = 0 para tor 
t para 0<t<a/2, 
fo (1) = | n—i para л/2<1< л, 
0 рага t>x. 
3.35, z"- y=0, 
y = r=} (t) 
1 para 0<1< л, 
donde а=} —1 рага л</< 2л, 
0 рага t>21. 


2. Cálculo de los circuitos eléctricos. Aplicando los métodos del 
válculo operacional es cómodo resolver los problemas referentes al 
«Лешо de las circuitos eléctricos, 

EMULO 4. Al circuito eléctrico en el спа] están conectadas сп 
xutoimducción Z y la resistencia R, está aplicada nna fuerza 
electramotriz periódica de per T: пб = ої rte ТУ 
dig 112). Deterraiuese la condición in 4003 +- iy de tal modo, que 
ou el ciremto surja la corriente. periódica. 


serie 
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4 Según la segunda ley de Kirchhoff hallamos: 
Li (+ В (0 = и (д ó 2 (0) +w = Lu (f, k= e 


Con ayuda de la función unitaria de Ieayiside escribamos uj (9 (el 
valor de u (t) on el período inicial [0, 7): 

uo (D = 4 — n (t — T) at = at — an (t — T) (t — T) — а? (L—T) 
De aquí por el teorema de retardo tenemos up (f) = Uo (p) = 

—e Ty " 

а zr ) —-®- e” 7. Aplicandw la fórmula dela representa- 
ción de la función periódica (véase el pro- 

blema 1.25), hallamos 


U 
0000 4 n 
_ а ат gT c) ut) 
u ae cL dE. 
Pasamos а la ccnación operacional ponien- 
do (0) = I (p) 1 (Dex p] (р) — dot Pig. 112 
a ar er 
(pr Lim eo теа 
de donde 
aT e PT 


te a 
1 рар (РЕЙ 10297: 


Anotemos / (p) en la forma siguiente: 


FM _ ilte 
=P , donde Р (р) = ОКТ 
в({ї—е-?Ї) _ aTe-?T 
ът 19019 
Para que la corriente en el circuito sea periódica, con un período Y, 
es necesario que el original de la función 7 (p) == / (2) tenga la forma 

үш—={!%@) para 0<t<7, 
0 рага tT. 
Poro para Oi c T 
i a 
nO тр" 
Ya quo 


1 4 1 1 1 t ds 
O жила: 


215 


entonces 


„= iM T + TE (e h— 1). 


Para £z- T, valiéndose del teorema de retardo, hallamos: 


f 2) = to (-Му-- eh A -4- 2007 + 


A) A MM) 


ем (0 a- уат. er). 


= 
uft) E 
LML 
с G 
Fig. 113 Fig. 114 
Pero aquí $ ()-— 0, por eso 
i a po гт 
7 та 1—07 
De esto modo, sustituyendo el valor de ien f, (t), hallamos; 
^ ктем 5 
f ( ITO e M—p) 


aT 
lr +) 
Este es el valor buscado do la corriente periódica (del período 7) en 
el intervalo 0 « t 
3.36. Al circuito eléctrico en el cual están conectadas 


en serie la autoinducción L, la resistencia R y la capacidad C 
con corriente inicial y carga iguales a cero, está picada la 
fuerza electromotriz u (£) igual a E, para OS t< 7 y E; 
para t > T (Е. Ez, T son'constantes). Hállese la | corriente 
en el circuito (fig. 113). 

7. Dos circuilos eléc ricos igualesíquejconstan de una 
suloindueción L. una resistencia R y una capacidad C, 
conectadas en serie, están acoplados por la inducción mu- 
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tua 37. Las corrientes y cargas iniciales son nulas, А uno 
de los circuitos en el momento de tiempo £ 0 se aplica 
la Le.m. constante Æe. Hállense las corrientes en ambos 
circuitos (fig. 114). 


3 Jategraeión de Jas ecuaciones lineales en derivadas parciales. 


Analicemos la aplicación de los métodos рео para integrar 
las ecuaciones lineales on derivadas parciales a base de um ejemplo. 
EJEMPLO 5. Hilleso la solución de la ecuación се: = 


= sen z cos y que satisface las condiciones z (0, y) = sen y, z (2, 0) = 
= 0 (z €10, Fox), y € [0, +00). 

4 Pascmos a la ecuación operacional respecto al argumento y, 
poniendo z(r, p) = 2 (2, р). De aquí 


à: 


y т 0466. Mz, 0) — pZ (2, р), 
oz ô 
злог 7 az PZ (s Р) PZ (8, р) 


(según el teorema sobre la diferenciación de las relaciones operacio- 
nales por el parámetro). Obtenemos la ecuación operacional: 


y sen т 
рах (я, p)1-Z (, p= EET (ya que cos y 1) . 


Integrando la conación diferencial obtenida respecto ul argumento z, 
hallamos 

Es А pr 
ў O т а. Р вов Р 

Ll p= C me P dg pr A quip сов. 

En virtud de la condición inicial Z (z, 0) = 0 y del teorema de cone 
xión del valor inicial del original con el valor final de la representa- 
ción, debemos tener lim pZ (z, p) = Z (z, 0) = 0, de donde halla- 


S а : 
mos lím pC, (p) = 0, además, si C, (p) = 4 (1, entonces q (0) = 0 
оо 


(en virtud de) mismo teorema). Anotemos «hora Z (ә. p) en la forma 
siguiento: 


1 -5 p 1 
‚ SüGGHese ТТЕ ШЕР PEN 
Ze, pr pO (ue ES 


(9241) (02 —1) 


X- рғ 


cos г. 


Pero, como 


E 


1 E 
РС (рут 9" js Pf (2 y Ty) 
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(véase la solución del ejemplo 1 del $ 2). 
р 


1 
PA 


entonces hallamos: 


=y зеп y, 


pi 
wer 


Y, 


€ 1 
z(n шю) af W (9 Zo (2 y 70D) dt F 7 y sen y son z— 
9 


Y, 
$ 
Cy (вон y «e y cos y) cos :-{ Ф'(@1„(2 V z(—10) dt— 
ò 
1 i 
— y sen y cos z— -y y cos Gy) 


vel primer sumando se obtuvo por el teorema de convolución de los 
vriginalest. Ya que Zy (01 — 1, entonces, pomendo x = 0, hallamos: 
D 
б, з= (ar nti Lesen у y сов 
240, у= д 6 =g myg Y cosy 
б 


1 1 . 
т (y) — - Sen y -y 0 cos y —sen y 


¡según 145 coudiciones iniciales); por eso y ш= sen i++ y Cos y, 


1 


ч' (1) = 2 соз у—-у y sen y, y hallamos definitivamente 


‚ 
КО; -{ (е t— 4 tson 2) To суо) а 
i 


1 Р 1 2 
-у воп y соз z— -y у cos (2-+ y). o 


Intégrense las siguientes ecuaciones lineales en derivadas 
pareiales: 


а, 
x z—cosz; z(U, y) - y. zz (0. y)=0. 


де az= (adi 2 (0 y) — — y a (0 y) — 0. 


D 


$ 4. Funciones impulsivas 


1. Función impulsiva de primer orden б (1). Definimos La буик- 
ción de Dirac como limite рага h — 0 de la función 
e para Occ d «zh, 
[MOLD 
0 para —o<t<0y ht o 
(für. 115). EL efecto sumario de la acción de esta función, Hamado tam- 


d 


h 
Pig.115 
bién su intensidad, es mal а la unidad, es decir, 
+ 
f ön (t) dt —1. 
E 
Ponemos 
Я б para t h, 
6(Q— dim dy e 
[жч Hoe para titi 
además 
1e 
f id dt= 1 


Se puede determinar la S-fuución también сөн ayuda del fimile para 
h — fi de la función 


l (Ah) para ósctezh. 
iu) 
(= ° рага RL ovs in 
1—20 рага — o =< t< 0 


Mig. 116) para la enal se verifica también 
+0 
f öğ (i) dt=1. 


Las propiedades de la función impulsiva 8 (4) sou: 


+ +9 
1. лоба 0, j f(950—9di—1 (9. 
зї 
2. [oiam nía). 
“ 
Aquí y (0) es la función unitaria de Heaviside, considerada como el 


Vig. 1465 


límite para A 0 de la función na (0, donde 


E para 0 < teh, 


7h00 4 4 /— para доо, 
0 para — œ «(0 


(fig. 117). En este sentilo podemos considerar, que А (D -= m' 0, 
3. 6(—1t (2. 


1 
4. 6(а) = теге 
i f= раа L= ар (Ё= 1, 2,0... п) y f (la) 0 
as raices de J(f son simples), entonces 


s 
$(t—ar) 

Siue 2] Trent 

h==1 
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2. Función impulsiva de segundo orden ô; (2), La función б, (£) 
quid ser determinada como límite para h — Q de la derivada de la 
unción Â (t — h) determinada en (2), es decir, 


+ para 0<+t<h, 


ж = —. "= 
t, n (1) (65 (1) + para A<t<2h, 
0 parao «t 0 y 2h i< 4-0; 


51 (£) satisface las condiciones: 
1. ô, (1) = 0 рага tÆ 0. 
2. 61 (0) = boo, бу (40) == —оо. 


t n te 
з ИЕ Дане Jaf sosi 


3.Representaciones de las funciones impulsivas y sus aplica- 
ciones, l'or representación de la función $ (t) se comprenderá el límite 
de la representación bien de la función 8, (t), o bien de la función 


öğ (t— h) para h --0. En el primer caso la representación para 
8}, (£ se halla directamente, en el segundo caso la representación para 
8£ (t — h) se halla a partir de la representación de su derivada 
(5g (2 — Ai = б, (£) De hecho tenemos 


pa- 23-9 


y 
RORIS 
ör n (O= Gt ui LOA Em см). 
Por eso, 
124 ГЩ 
-—— | — —-—e»).--—— 
Wee, [cg tut m) РЕ 
y 
‚4 [4 Rem ,Q eh (ero 
5, a тт ( a 7 ) = rm 
De estas expresiones hallamos que 
етра 
каеш ES E 
y 


4 — e-bhy 
EC PE SR 


ao 


Citemos ejomplos de aplicación de las funciones impulsivas 
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EJEMPLO 1 Intégrese la ecuación z” (t)—6 (f) para las condiciones 
ales nulas. Explíquese el resultado. 
q lormamos la ecuación operacional p*X (p) 


1, de donde 
X pp ug y * (0=1 Así pues, la función impulsiva de primer orden 


comunica al punlo material de la masa unidad el movimiento rectilí- 
neo uniforme con velocidad unitaria. fe 
¿MPT.O 2 Intégrese la ecuación z” (t) = б, (t) para las condicio- 
nes iniciales nulas. 

4 Pormamos la ccnación operacional 


К 
de segundo orden comunica al punto material de la mosa unidad un 
desplazamiento instantáneo en una unidad de lonzitud sin movimiento 


posterior. p> 
Intégrense las siguientes ecuaciones diferenciales: 


(p) — p. de dende 


Ly ats tt >), De este modo, la función impulsiva 


4d. x^ | wz = vð (1) para las condiciones iniciales 


nulas. 
4.2. a" -+ wz = vó(t—:)4 hô, ((—*5 2 (0) = 


A sen œit + B cos 00-0 (t — т) para 
las condiciones iniciales arbitrarias. 
n of) para las condiciones iniciales 


$ 5. Aplicaciones del cálculo operacional 
a la resolución de las ecuaciones integrales 
e integrales diferenciales, 
al cálculo de las integrales impropias 
y a la sumación de las series 


1. Resolución de las ecuaciones integrales e 
diferenciales. Aplicando el teorema de convolución es få 
las representaciones de las soluciones de las ecuaciones Integrales de 
Volterra de primera y la especie (y en los casas más simples, 
con ayuda de la repr ación encontrada, también se puede hallar 
la propia solución). cuando de núcleo en la ecuación correspondiente 
sirve la función de tipo K (2 — т), donde K (f! es el original. Este 
método es aplicable también a las ecuaciones integrales diferenciales 
con el mismo núelco 

EJEMPLO 1. НА 
mera especie 


la solución de la ecuación de Volterra de pri 


t 
f оозе) = (0) dx -—tcos t. 
ò 
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4 Ses 2 (D Xp 


Cos ie — 
P 


| cos ti — 1) (т) dv e 
à 


(según el Leorema de convi 
operacional 


ión), entonces llegamos а la ve 


pXip __р*%—1 
PF gm 


de donde 


Kin) 


pb 
phi p++ 
De este modo, z (0 - 2cost — 1. p 
лимо 2. Wállese Ja solución de la ecttación z” 4- x = son t + 


4 
+ Y son ч — 02 (т) йт para lus condiciones monks 7 (0 = 6 


æ (0) = 1. 
44 Suponiendo = (D — X (p). tonem 


а" () = PX (р) —1, sent = 


1 
я X (p) 
paaa gud 


Obtenemos la eenación operacional 


(4-4) X (р ху) 


pig 


((p*--19 —1) X (р) = р? 1 2. 
De aquí hallamos Xo у2(0=. > 


Rosuélvanse las siguientes ecuaciones integrales e integra- 


les diferenciales: 


t 
5.1. fon (t—1) z (1) dv = ch £ — cost. 
б 


t 
5.2, 8|sha—92()dc—2(0— 
0 
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1 
5.3. fec sen (t — x) x (1) бт = z" — r’ + e! (4 — cost): 
б 
2 (0) = 2 (0) —1. 
t 
5.4. fsh т) (т) бс =a" — a^ Ep ish z (0)= 
0 


a" (0) —0. 
Tntégrense las ecuaciones de Abel: 


-s(9ds yn x 
б? t, 0<0<1, p>-1. 


2. Cálculo de las integrales impropias. Uno de los procedimientos 
E 


para calcular los integrales impropias del tipo j f (t) dt está basado 


en la aplicación del teorema dol cále ulo operacional sobre la conexión 
del valor «final» del original y el valor «inicial» de la representación: 
si q (f) = Ф (р) y existe el limite fini m Ф O = q (4-00), 


entonces m q (D == p(o) == E (p (p) poros el $ 4, la pro- 


piedad im [53 
A partir de este teorema y de la relación 


10 а= LE) 00) 2Р0) 


si la integral | f(t) dt converge, se deduce la relación 


| 
; 


+0 
10) а= Е (0). (1) 
0 
ds 
EsemeLo 3. Calcúlese la integral j Man 
0 
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4 Ya que sen > entonces según el teorema de la 


integración de la representación tenenios 


—aretr p, 


por eso, según la Pfármula iij, hallamos 


did 


Semi Jas Tanciones git, n yp tt = f Y infit, 20 du los ari- 


à. 
ules y Pt uim Pap. vi Entonces, aplicando cl teorema sobre 
integración según el parámetro: Lemiremos 


+0 
vilem F ep $ qa) Pip, i) da, 
0 


Por eso, sis puede елаз 1a бута! que determina Y (p), entonces 


para determinar Jo инеш) į q GO F4, usda vs suficiente hallar 
» 
el original para Y ipi, es deci, 


ф(шз fU, uydu <= { Glu) Fip, ш) du. (2) 
Й 


Š 


е— 
+ 


+a 


EJEMPLO 4. Calenloso la integral \ ашаа. 


y aa 


44 Tenemos cos ia cM Por eso (put la fórmula (2)) 
pdn 2. а а 
(ра (аз ay pra? 


( eos tu du 
) ma 


ò 


+ 


du 
JI 
0 
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1 -at А 
Poro EA. De aquí 
+0 
j coste du — л 


cos ta du — * at 
o? -u* m6 
ù 
Un procedimiento más de cüleulo de las integrales impropias 
mediante el cáleno operacional nos da el 


TEOREMA DE PAHSEVAL. Si f, (D = Fr (p), fa (0 9 Po (p) y las 
УР Ө RT TAB) bc enel pera Аа О К 
TN + 
\ һ (ш) F, (u) du f Fx GÀ fa (0) dv. (3) 
0 ò 


En este caso de la convergencia de una de estas integrales se desprende 
la convergencia de la etra") 
+0 


-au 
EJEMPLO 5, Calcúlese { 22 Ви и, а >0. 
t} 
à -at А В „4 ; 
44 Tenemos e7% ld CERO Ийт Ponien- 


do f, (0 = 679^ sen fin, Foo =>, tenernos 


a TOS 
Por eso según la fórmnla (3) 
+0 +w do 
f son Bu dn — į bnde g f dv 
A u UJ ++ | Че е M 
(10) —1, ya que >M. Poro 
ka d La |+ 
de vz jtoe n 
p \ Таж FF =arctg —g | Tang q 
ù 


=arctg + ә 


De este modo 


DI 
e^" seu pu du _ B 5 
\ IM -uego-. о>б. >» 


t) Si para una Је las funciones #4 Їр) o Fs (р) la condición de la 
unaliticidad se cumple sólo para Ke р => 0, entonces la convergencia 
de una de Jas integrales puede no tener lugar. 
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Calcúlense las integrales impropias empleando l2 fórmu- 
la (1): 


P. оа e Bt сов 
5.7. AA qs a Bo» 0. 


5 


ie 
5.8*. | 1"e-*! Inzdt, & 20, p>—1. 

ï 
ense las integrales impropias, empleando la fór- 


m 


asentado 540, È e-du, 
Li 


u*--a* 


Calcúlense las integrales impropias empleando el teorema 
de Parseval (fórmula (3)): 


-в 
E du, a, B7» 0. 


Ви du, a, p>0. 


вә? 
„жетеер. dz, o, p>0. 


3. Sumación de lus series. Los mélodos de cálculo operacional 
pueden ser aplicados sumando las series muméticas y funcionales, 
EJEMPLO 5. Sea f(t) => (p) (la región de analilicidad F (p) 


es Re pz» k). Demucstrese que la suma 5 de la serio У) (2-1)? F (n) 
к 
puede ser hallada según la fórmula a 


+0 
{ etian dt 


5—01 | е7 Ф 
5 


4s 
4 Segón la condición F (p)= j ем] (t) dt. Teneinos: 
0 


(E 1) етк 


idet = (= 1)” е-'!!. Гог eso 


т=й 
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m eundo +o ~ 
y CPU TORY ont dts 
=» { бшк Уч = | 10 гене dt= 
à ё n=x 
» te = 
= ьт" j "ший. M ae n (a, >» 
uet à nh 
Empleando la fórmula (4) hállense las sumas de las si- 
guientes series numéricas: 
5.44, NM а 
5.14**. D 1 . 
& 13 
А 
5.15", У arctg- А 
ned 
» gie 
Bi. == o 
5.10%. >) MAZA 2) 
е 5 
547*.. N are 
5.17%. bi arete ——, i 
nt 


aualiticidad de F (p) 
neradora de la sucosión 


Pip) {la re 
э (6, 2) Ја fun 
qa (2), es decir, 


LIEMPIO T. bea f4 
es We p is 0 Sos, ademas 
infinite de Los funcion 


El 
qut, a) bi Фа Uri th. 
p 


) de la serie funcioual Y Лоп) x 


Demuéstrese que la suma 5 

"жо 

X фп (21 convergente eu |a, b], puede ser ballada <egún Ja formala 
+o 


Sirim | Diet, 2) f indt. (5) 
44 Tenemos 

m de 8 

\ Diet, 21/10 = | 10) qn () et de= 

ò 0 2-0 

ld loo LJ 

uM qain i emp а= 9 quiz Р а) 5 02), pe 
no à nu 
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Empleando lo fòrmula (5), con ayuda de la función gene- 
radora adecuada sümense las siguientes series: 


2s yens 
548, 3 (Mi 
o 


m 
5 $t 
5.19*. br ^ 


mt 


5.20%, Y LL, reM. л). 


ni 


Ex C 
5.21*. S (AU, a (6, л) 
dem 


$ 6. Transformación discreta de Laplace y su aplicación 


1. Transformación Z y translormación discreta de Laplace, Se 
Mama transformación Z de la sucesión infiniti numerua greal o comple- 
ўи iant, Ја Гаи de la variable compleja Z ta que se determina del 
male siguiente: 


m 


ne 


S) la sucesión (1,3 satisface la condirión ja, | Me” (M > 0, 
a sin constantesi, La huncióm X (2) será analitica eu la ronón ] z | 2» 666 
es decir, fuera del i frenky con el ceutyo en el punto silo y de radio 
А = e, 

ba Галана (Pa nosila ed desarrolla de аш ia sen de Ganreut 
en el entorno del punto infintbamente slepilo уда ta pinlo regir 
lor de P o tz. par са lablecer la swwesiun 10,1 a e de si 
тапети arrollar de тїшєт madu А (zl, en 
serie de Loureni, en el eutorno del риш» uifinitamente alejado; en 
particular, se puede sample a fórmula para deterunnar Dos eocftciej- 
tes de este desarrolla (ease da Formula (2; del $ 5 del cap. 12) 


an =] Fiata (2) 


(C es el contorno dentro Gel eil se encuenti ii d 
gulares de la fiución F4 


> los puntos sin- 


H Fa Dóriiifa 12:1 es de hecho Ja famula de inversión de da transe 
formación Z. 
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EJEMDLO 4. Restablézcase tan) a partir de su trausformación 
1 
Z, Р( = 
n 


1 El. 


H 


{#— (4—1 


П 
Д d 
( => 


ап pl 


4C eemo 


) para, n 221, aq —0. > 


(2) = ( 


ab 


Introduza ans en vez de la sucesión (5, la función reticular 
7 (п), suponiendo que а, — f (1). Como antes, f (n) satisface la con- 
dición | /(n) | « A7” y pougamos adicionalmente que 7 (п) = 0 
para п < 0: a tales funciones reticulares las llamaremos originales 
discretos. La tronsivimación discreta de Laplace de la función f (n) la 
obtendremos, si cn la traneformación Z ponemos z= ef: 


Pue Y) feni [2] 


n= 


La conexión entie el orisinal discreto f (i) y sn representación Ё* (g) 
se denota por el simbulo [010 — Ё® (9) (a veces se escribe P* (q) = 
= D |f (ml. La roprescutación P* (q) os Ja función de la variable com- 
pleja con período 2л, además en Ја franja priucipal, л < Im g & m, 
es analítica рага Ney > с. Así pues, tados sus puulos singulares 
están situados en eta fra a izquierda de la recta Re д = а. 

De la fórmula (3) «e deduce la siguiente fórmula de inversión de 
Ја trausformación dixereta de Laplace” 


QUE 
doy ( F* (ает дл. [2] 
тлі 


EJEMPLO 2. finiza”, hállese F* (q). 


1 = 
Toen еч 


4 Tenemos F*igy- Ў) arenam y por esou” -> 


n—0 
+ Poniendo a— 1, obtendremos ==> 


—a 


Las propiedades de la transformación discreta de Laplace (en 
toros ds casus que siguien se supone [7 tm) ДУ (їй son: 
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* 


Linealidad: 


T 2 
Ў Cin Y Cita 
j-1 


2. Fórmula це desplazamiento: 
(E (n em F* fg = e 
3. Fórmula de retardo y de adelanto: 


ad Ji — №) z- eti ig, 


h-1 
la ehs Gr - ў пе). 
= 


b) fin 


4. Diferenciación por el parámetro: 

4 "m djin, zi. ӘР, ху 
si ьа) Pt (gs 2), Dm D Ж. ч. А 
i f(r, т) (4, z}, entonces. ar - às 


5. Diferenciación e integración de la representación: 


aaa: - 


se 


b) Lm = | are Ode [2 


a 
6. Roprosentación de las diferencias finitas dol original: 


h-1 
AM (п\ т> lei П EY (oet S (en Dion А (0). 


т 


7. Representación de las sumas finitas del original: 


n-i 
si gtn)= Уу /(&), entonces g uò z- 
imt 


8. Multiplicación de las representaciones: si 
" 

fiQ їз (п)= Y hin jain 
ET 


(ésta es la así llamara econvolución» de los originalrs), entonces 


fy 004 fa (0) E Pt gi P QV. 


Damos, a continmación la tabla de representaciones de las funcio- 
mes de reticulares principales: 
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` am rsio 
Cue =й, 
1 iun (rt ia c 
i, r20, 
8 T eon 
3 а" 
4 en 
5 ч 
# ЗЛ nin el 
A tes- 155 
а |. must. D 
PU eee n er de 
BENN) 
» BHL DN os PET 
ез {ей — ens В) 
10 ens fin A Б-Т 
n ei sh B 
и sh pu e*1— 2e ch В 1 
n E et(ei—cli pi 
12 eli fe TAI EET 
" һе 
m А асап 2-10... 
[3] еа 
, chan ahei 
13 EC a 


EJEMPLO 3. LHállese la representación de la función f(n) = 


= sm фи. 
а Aplicinlo el teorema de desplazamiento (propiedad 2) у em- 
pleando la fórmula 9 de la tabla de representaciones hallamos 


np 
0) 251-9 cos pt 


B 


e7” воп Ra = Figo = 


. En particular, 


аеї зеп В 
et —2ae1 cos B p аї ^ > 


Hállense las representaciones de las siguientes l'iniciones 
reticulares: 


6.1. f (n) —e?^cosfn. 6.2. f (n) 
6.3. f (п) = пее", 6.4. f (n) = na". 


a" sen jn е"  ? sen Ba z- 


os pu. 


6.5". fo) - = 
6.6*. fn) EE. 

m sen Pa 
бален, у (п) = 23 


EJEMPLO 4, Hállese la función reticular f( а partir de su 
е" 
representación F* (q) == A . 


zm 


Primer procedimiento, Desarrollemos —Ó € 
4 р (eT. у? 


eu fraccionos elementales, poniendo е? 


1 1 1 i 
= ^78 (rta )= 
De este 10000, 


eti 1 ‚ _3e7 e 
(AI 77308 [grt wg eed Л 
Pero según las Fimmulas 3 y 13' de la tabla de representaciones tenemos: 
Й e 
v. CES 

LL Зет А 
A qap T”! 
De ngwi, después de las trausfurmaciones elementales hallamos: 
IA dl CRT 7 ctm 
CTS 4 


20-81", 


з". 


Segundo procedimiento. l'asamos a la transfounación Z (ponien- 
et 


do e Empleando la fórmula de in- 


—— — 
mm 3t 


versión (2) y aplicando el Leorema sobre los residuos, obtenemos 


1 z an 
ea $ [mm d s| 0295 :3|+ 
i 


n 


tres we: =] ; 
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poro 


mps) (С) = 


2>3 
2и (5 2з" (п —1)-3"%—3 
TEM VEF ers) z : 


Análogamente 
Ж" 
37 :=3]= (4 


Sumando estos residuos llegamos al resultado anterior. f» 
Hállense las funciones reticulares a partir de sus repre- 
sentaciones 


ea 
68. F* (0 = ao: 


(n—1) 31-3 
3 


6.9. F* (9 — 
en 
6.10. F* Wear . 
n-i 
EJEMPLO 5. Mállese la suma Sae Y соз А6. 
к=0 


44 Empleamos la propiedad 7 de la transformación discreta de 
Laplace: 
en (e?— cos B) 


IA rc рТ 700 


por eso 
NES Е* (4) _ ei (et — cos В) 
n= Теа 1) (2а 2е0 соз 4-1) * 


Descomponiendo en factores elementales la fracción 
(е1 — cos fi)/(ea— 1)/(e14 — 2e cos 64-1) 
y añadiendo el factor e? hallamos 


cos В) 1 ( ea eerie 82) 


et (e E 
AUT os pr 


tea ijen enco PAD. 2 


Pero — zin (fórmula 2 de la tabla de las representaciones). 
Por consiguiente, 
et(e? -2cosp —1) eù (е9 — cos В) 
ca-—3ecosp-oi еза 021 созф 1 


ea(i+eosR) _14cosB 
m2 ВТ 5 0% fa semp 7 fn: 
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Así pues, 


e: (n (п)— cos ТЕА sen fia) = 


son $+ sen a B sen 28 cos E [1 
$ ==. 7 (а 22 1). >» 
250 -y sen 5 
FR las sumas siguientes: 
xd RD 
6.11. yá =) Ci. 
kær h=r 


n-i 
6.12. 2 2* sen Ёф. 
=0 
n-i 
6.13%. У А (n— k). 
к= 
EJEMPLO 6. Hállesc Ја suma de la serie potencial 


50= У (+9) m=t4y t+ 


n=0 
=0-055-0+.. 
«4 La serie dada converge рага |t] < 1, ya que Tim S/ Tas =Í, 
Sustituyendo і por еа Пара а 1а тергововіасібп discrota de la 
función fin) cos LE 4 sen: $ 


Е* (= 2) (сов 22 p sent) en. 
n=0 


Pero 

n El 
ma E СЕ +) x et sen т 
[y 7 ri ; sen г z 
e3q— 2е1 соз-у--+-1 еп — 24 cos +1 
(véanse las fórmulas 9 y 10 de lo tabla do representaciones). Por eso 
УЗ 

"E (e Es YA) + 


пл á ә 
1 (п) = соз —т—-{-зеп —1— 7 узац = 


КУР 395 


_ e 
YB ea 
De aquí, volvieudose al argumento ё, hallamos 
r 1 
211441 11142 100 


х= 


> 


Hállense las sumas de las siguientes series potenciales: 


1 v пл пл an 
6.14. 5, sen- t". 6.15. > (cos 2% — sen 4%) m 
n=0 n=0 


2. Resolución de las ecuaciones cn diferencias. Sea dada la 
ecuación 


agr (в | k)-- a42 (88—10)... аһа (н) m q (п) (5) 


(а, ау. +- -> аһ Son constantes) con las condiciones inicia- 
les dadas (o arbilarias): z (0) = r,, zr (1) -= my. 
"STE X 1) = за... Se supone que el segundo miembro 
de la ecuación (5), que es la función reticular ip (2), es ori- 
ginal. 

Poniendo x (п) = X* (д) y empleando la fórmula do 
adelanto (propriedad 3, b)) formamos la ecuación оретасіо- 
nal (es lineal respecto а X* (q)) y determinamos a partir de 
ésta X* (g). Luego, por uno de los procedimientos expuestos 
en el p. 1, mediante la representación hallamos la solución 
buscada т (n). 

Si la ecuación inicial fue dada no mediaate los valores 
sucesivos de la función incógnita, sino mediante sus diferen- 
cias finitas, es decir, tiene la forma 


Бола (n) -+ bAa (n) +... + их (n) = Фф (n), (6) 


entonces a consecuencia de que las fórmulas para determinar 
las representaciones de las diferencias finitas de las funcio- 
nes reliculares (p. 1, propiedad б) son voluminosas, es con- 
veniente transformar previamente esta ecuación a la forma 
(5) con ayuda de las fórmulas conocidas que enlacen las 
diferencias finitas de la función con sus valores consecutivo: 


Ax (п) = x(n 4 г) – C!z(n+r— 1) $ 
+ Сі (п г 2) m. CY x (n). (7) 


De modo análogo se resuelven los sistemas de ecuaciones en 
diferencias. 
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EJEMPLO 7. Resuélvase la cenación 5,4477 тар por, m 0, 
gym d, xp — 2. n 
44 Ponemos г, — X* (9). Por la fórmula ile adelanto hallamos: 


fa43 т” ет (X* Ф — ха = et (X* i — D Xt (рр ет, 
anpe T (XP (q) — ro — туе-ч) = ea (X* (qi 1 2er) = 
= ех» (q) — eta — 2e 


Introduciendo estas expresiones en la eenacion imcial Печатоз a la 
ecuación operacional 

{ёа — e А X* {д} = аа р м 
De este modo, 


eM е7 
ig enter mi 
Xt att c 
/5 
Ya que cos =, sen 12 ‚ entonces anotemos X* (q) en la 


forma siguiente 
e (a -i) z moe (nos 5) + Y 3 ео sen ў 


201.141 e —2е1 cos 95 +4 


De aqui, por Los Formulas 10 y 11 de La tabla de representaciones del 
p. £, hallamos 


Х* (9) = 


л z 5 2n +1 
Zn = cos == Y зеп 2 sen mil » 


OBSERVACIÓN, Es imposible anotar la respuesta еп 1 forma zp = 
= 2 cos 


at, ya que en este caso obtemlremus гу = 0 31 (por 


la condición de que la función reticular resperto al argumento nega- 
tivo es igual a cero). 


(puesto que por la fórmula 3 de la tabla del р.) 3^ — 
De aquí hallamos 


zii 
Xt mr b án) 


et en 
(ет — 28 teca (e—3 * 


Descomponiendo la fracción en fracciones simples 


е3 (21—232 
tenemos 
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em en e е1 
ue Ды (e1—28 a DU e lE 
Pero 
a ea 
ar are 
Zen 3 Zeta Р P 
(е7 2j кашы Tea + (atin 


(la última relación se deduce de la anterior por la fórmula de adelanto). 
Pasando de X* (y) al original, hallamos: 


ndi 


En = 2 => 


mn —22— ii 
E 


зп E 


аа n.2n—2n.- 38 = 


n-2* 4- (z,— 1) 22439 2-(0, 4- C45) 24-37, » 


EJEMPLO y, Resuélvase el sistema de las ecuaciones en diferencias 


"n2 — Yn = 0, 
í m А лал PIU a , 
ага las condicio, ¡ciales ду = ‚а= у р = 0. 
т у у fa dica tide 
lanto tenemo 
хафа T 04 (X* (q) — ту — туе-а) = ax” (q) — ela — Y Zen, 
Ynte $ ёа (Ү* (4) — yo — е9) = eY’ (д) — en. 


Obtenemos el sistema de las ecuaciones operacionales 

Pax” (дф — Y* (d = e + y Bea 

eaY* (d+ Х* (4 = e. 
Como eta + 1 = (0 + Bea + 4) (eta — 1/2e4 + 1, entonces la 
solución de este sistema se escribirá en la forma siguiente 


erp y 204 ea e 
х (= oon ——- 
9 eta- e yia+i s 
үзг a= М ет ey 2er 
cial LESE My 2er +1 
Empleando la fórmula de adelanto tenemos: 
л 
ete sen — 
eS =? L za воп (а), 
yin eu —2e1 cos +1 
п л 
yde e (e1—cos т)-“ sen -7 A 


aay eapi 


nn 


+ vos q 
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«20—200 cos 2-4 


sen Z= V B cos 


[CERTE 
4 


For consiguiente, 
Vie Spa А mV cos MA DA, » 


Resuélvanse las siguientes ecuaciones lineales en diferen- 
cias: 


6.16. 2,4, — 3z,4, — 10z, = 0; zo = 3, z, = —1. 
6.17. Enya + nti + & ; де == 1, дү —1. 
6.18. z,44— Y 3z,4 + tn =0; =, = y3 + 


6.19. х, — 32,44 — 2z, = 0; las condiciones inicia- 
les son arbitrarias. 
6.20. z,43 — Bnga F Bn — Tn = 2"; ту == ху == 0, 
т, = 1. 
` 6.21. х„+, — 5л„+, + Oz, = 2.4"; las condiciones ini- 
ciales son arbitrarias. 
Resuélvanse Jos sistemas de las ecuaciones lineales en 
diferencias: 
“22. длу — In + Yn = 3", 
то = 3, у= 0. 
Ynti F 2z, = —3"; 
6.23. бл, фу — 12z, — Yn 
Зулаа — 625 — 13Yn 


0; 
las condiciones iniciales son arbitrarias. 


RESPUESTAS 
КА 1 в pi 
ra 65 Re 
15 2 2p р (р%--3) 12—14 17 
IN Ss 
2 2p 18 P p 
(P+D 2p-FS9 -FDF C^ qp? pA 
1 E 4 1 1 
1.9. (t7). 140. In (1+2): ы. zx 
PŁ A p Pt go o p-a 
O 
LP METTE шн 1 t 
a? Ta > -apap +t 1.45. y nbe, 
EXE sen pr) , gem Bt— Bt cos Ва). 1.46. асе, 
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ashoati-bsenfir_ Вън ао sen pz 147 ет (1— cos fit) 
opp app 7077 d 


e7?! (B sen Br— z 11 —cos pti) 1 e 
т ЖЫНЫ Ca + 


, 


=at 


, 67 7 ia cos Bt— p sen fit) 
ka pria Pe е 


1 1 
ә ig 
148. (sent 2 cos 0d Ret x 
4 ; 1 1 
X (sen 14-2 cos 1), q (6084 1 2seunt) — те ! (3sent-|-co8 0), —-— 
3 (cost | Заев 41 e7t (воп 2-3 сов 2. 1.19. L 1 — ер"). 
5 ПД Р 


1.20. Lae РТ үр, leon — RP y ar, 


EE Е 
122. ipei * hu 


) 1.23. (me) Я 
apte c P 


pi 


‚ 1.25. «4 La función f5(f) puede anotarse 


3 1 
1.24. Ve | 


eu Ja forma fott- (4—mu 0) 400 / (0—з#—) 1 (61) (уа que 
fus fuo ura гэ Тө virtud de M periodicidad). De aquí 


" В ч Ро(р) $ 1—e Ps 
Fo (p) F (р): & PF (r AB *x.d5:——t— 
Fo (P)= F (py- e PF, о Ftp er >» 1.26 тисе 


US 3 
13. po 9 0 (11 (15) ) sen pe son Bt — 


-—(r- Ф) sen (s (- +) 5 Е еп б (1) senp x 


2" " 
Ape . аге. Laht. 1.30. 
tp* 4 — 67?) Ws 
h ср 2һ 
MM. A 39 
qi 
ЕЛ 
pibe © 133 faa 2) — 2 et-t, es 
"m 
0 рага 1 < 2, 
decir, f (- ET IA 134 fü) 8p X 


X (t—4)-F3] U —4) sen 3it-- 4), es decir, f (0) — 


400 


е1 para 1<t<4, 1.35. 10022 соз 22 — 2(2— 


{ ph para 0<t<1, 
et 4-1 sen3(t—4) рага © 124. 


—1)ch2(—1) + м3) 84023) es decir, J (t= 


соѕ 21 рага 0 2% 
cos 2t —2 ch 2 (t—1) рага 15513, 
cos 2t— 2 200+ 940—3) рага 1323. 
1 1 ГИ n: 
190, er 431. CÓ (Th lo (oa) . 
ыў ыз 
1.38. OMM ty es la constante de Euler). — 1.39. 
ipn! pnt! д 1 (p pot! (o Bart? 
ipt rt же 7 ar 


yr cp Init EB) 4 Parctg È 
ы. — = ; P. 
VT 


рац б. Py ть (ра po) 


1.42. 


ктк 
- 
2 c agr m 22. У) 0% 
n0 mud 
qu га 
X-7WRR 24. » [ac i TROU 2.5. 
ми 
Ех Еті £ Бы ка 
AED EN EL: a P А 
A A 
ды a nt 


xQyn. ө Aplíquese, el teorema de desplazamiento al original. 
obtenido en el ejemplo 1 del $2. 2.8. Na se puede sólo para las 
funciones de los problemas 2.4 y 2.5 (para los puntos singulares 
de estas funciones no tione sentido la noción de residno). 2.9. 


y! 1 4 
=at =. е т а E- ZA 
et (cos t—2 sen tj. 2.10. 6 “© 5 e 1v € 1— sen 2t. 


эл. Y M, san Mo (eht— costi S Gh ise 0). 24 
E] 8 


+ eost — E +5 sh 27. 2.14. RE tish £—sen t). 
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ue Y 2 t үз 1 3 
2.15. geit 3 ch y соз Y . 2.6. 8 1? cos t4- 3 tsont. 


247. Loto. 248, t—2sht+tch t 249. onm cho. 


1 К 1. 
2.20. 36 (ch #4-соѕ tz ch t cos t. 


зА. x(9=C, cos 3t+ Orson 3+ sendt 32 sou (0,4 


сак) en. зз. ne (0 PU | en. 34. z(= 


etj- C,e7*t, 3.5. x (1)= CH Cet + 5 e~t (cos t — sen t). 


)re* 3Л. z(= 


= (10682) en зав. zas 20691-04 


39. z()— 
2 1 " Р 7 
= e") cos 147 (14 Get) sen t. 3.10. т (1) cos 2t — т 500 2t— 
ов, ван. ete sh OI eh I isht 342, (O = 84 
4 
diG- 2e. 343. {з= фое pent 344. oz) pe. 
345. x(0=t=et—=n(i—2) (1er, 3.16. 200 son t4- 


tinea (t—m веп (2л). 347. z(t)=ch Laa) P 


1—1 


X(ch(t—1.—1. 318  z(0—2 ( sen? 9210-0) sont d: 


+n(t—2) sen? 3) 2549. z (t) =1—et—29 (11) (0 — e772) 4- 


+ (t—2) (1 670-0). € Para construir la ecuación operacional 
empléese el teorema de integración del original. 3.20. «4 A la ocua- 
ción z-as)... -aniz panz=4 para las condiciones 


iniciales nulas corresponde la ecuación operacional Z (p) X; Ф)= т» 

donde X, (р) =x,(t) у 2 (р) = р"--аүр"-ї1-Ь...-Ьап.ур-Ьап es un 

polinomio característico de la ecuación. De aquí L(p=—=—+ 
pX: (p) 


A la ecuación 20% | aja -D4 any +Hanz=f (t) para las 
condiciones iniciales nulas corresponde la ecuación operacional 


Líp) X (р)== Р (р), donde X (р) =z 4t) y Е (p) f (8). De aquí X= 
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= д-р, (р) Fip). Con ayuda de la integral do Duhamele 

(véase el $ 1, propicdad 11),  oblenemos 7 (2) => ху (0) f (04 
t 

+Í POTIS] n=] z[ (01 tt— t) dr (ya que тү (0)=0) o т(й= 
ò ù 


t 
=1(0) 2, or ro xy (t—1) dt. We 3.21. 2 (е —1) Lay 


Ye Аңа ЖЕБЕ, i . 3.22, #ш= (6 1— tet) sh tla E. 
3,23. aa 4— (t--1n2) (et 4194 (ef +4) ln (e! +1). 3,24. 2 (0) = 


чт) 
2 2--cost 
esent deco are ( cos tln . 3.25. z(= 
( 73 "vr. dg LM ( 
t 
=f son tdt (estu integral no se expresa mediante las fun- 


0 
ciones elementales). 3,26. z (t)=C,4+C,sent4Cacost, y (t)== C,-- 
"EC, sen 1— С, cos tz. 3.27. 2=C1+C,5ht4Cgoht, y Са 


—C,sht—C,cht--cht--cost. — 3.28.  r(t)=etl, — y (t) —et. 
3.29. х (?) == # созі, y (t) — —tsent. 3.30. z (0) — m EAD y (t 
M сон, 3.31. z (2) — sen t-- sh t, y (t) = cos t 4- ch t. 3,32. z(t) = 


+. y()=t—et, 3.38. z (t —sent, y(1)=—cost, z(0— 


— sen t. 3.34. 2 (1) = (14 t — sen t — cos 1) — n (E) (1-2) = 


—sen (—2))* m (t—2) (—14- ((—л)-Есо5 (t —3) —sen (1—3)). 
y (04 —t4-sen ¿—cos t) 2n (5) (7 6-32) rata) 
X(+- -son (t —2) — cos (t — n). 3.35, т (0) = $ (eh t4 соз —2)— 


т (£— n) (ch (£—20-4-e0s ((—л) —2)4 Ln (0210) (eh (t — 22) 4- 


4-cos (1—2n) —2), ГА (0 (eh 21—605 t)—1) (2—л) (eh (t—3)— 
—cos аа) Ln 02m (ch (1 — 2л) — cos (t—21)). 3.36. Si 


Д 
1 D n? 77 0, entonces i (t) -Ё e-ki sen nt4- 


—— n - 
ICTU n(-T)x 
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m 


ety " T. E. „ i d -Rt 
Xe sen n(t-- TY; si 7 e Pr 0, entonces i (0) tehty 
: 2 
Ea Рун Туе 209; si z- m = —n? <0, enton- 
е CET: „Е-Е; -kit-T) y TO 
ces i= hi sh nt NTE shnu—T) k= 
NT к Lo 
———. 387. Si OM Gk д, entonces ty, g (d —————— X 
2L ust MERE 
йөзү EL SS m "мө M Tato donde 
з FM) V ns 
UNE QA MN ND REL. v 
ти дт TENCIA 
1 н? 


түу а C п; (cuendo nn; 22 el signo más delante 


del primer sumando para fy, es signo menos para ij, рага nyng <0 
sen pont sh v n 
hay que sustituir "prt m Init , cuando пуль =0 esta 
l i me 


y^ Vial 
relación debe ser sustitiuda por su límite para о = 0, es decir, 


por t si M ss 1, (conexión “ideal”), entonces f pe 


sen nt. “onde эт 


Кыл] 


R 
he qp» mT- 


n (para n 2 9 la regla do signos es la misma que en el 


" sen 
caso de Maelo para ne, D se debe sustituir 


y pura #0 esta relación se sustituye рог t). 


vini 


x 
8.38. 242, y) 2g cos x | x sen т. 3.39. z (2, sts sh a (5—1) f (dt. 
aj 
i 


ал. aih- - senat. 42 a (= ro cos ott sent 


у(х) sene tt — din (0—1) соз о (2—1). 43. z()— 


Y 
not Erem T. LE n (1 — v) sen ott»: 1). 44 (t) = 


NET ка кл " ofa к 
=2 Xue (—m). 44 ПаПетоѕ la representación 


б (sen ом). Ya que seu оё рага 1>0 se reduce a ceru en Jos puntos 
E (&=0, 1, ...), además todas las raíces son simples, entonces 


según la propiedad 5 de la función impulsiva tenemos: &, (sen wt) = 


= öf- m) 
Бү o t3 s(1- E). Por eso 4,0 (sen at) => 
[=] һ=0 
Eo GB 
= Jj e 9. De aquí, la ecuación operacional para la ecuación 
k=0 
х" = оиб (коп ot) cuando las condiciones iniciales son nulas sera 
LES Da ә ріл 
РХ (р = e е v х 2-0 Уре", de donde 
һ=0 
kn ka 
2 Jala) (E) > 
к=0 


54. 25010, 5.2. ch 2t—- sh 2t. 5.8. el. 
Fifa) f«th-! 
TUB Tap" 


nA TT eióh Metales us 
х (AE Tu F—— In a) . © Empléese la solución ihel problema 1.37. 


5.6. 57. u 


п 2 озар" g ^78 (yum Е 
59. ve€7. 814. y ^c. $06 y я 8-09. 


542, (2-18). 513. Val BL e En la integral 


profijada póngase previnuente z2=u. 544. 2. «4 Tenemos 


ehh; k=1. Por eso. según la Готина (4) S 


3 9 1 1 
Pe 545. ocn art cl an pr Dee 
1 sent 1 sent 
t 
arctg үт CUT сЕ 


(según el teorema de desplazamiento). Por consiguiente, arctg == 


et —e-t 


= f (= sent; k=1. Por eso por la fórmula (4) S= 


sen tdt. Pero sont== 


n 
į et det 


1 
me ire 
et D t 
8 tee 


seni a=] 
ò 


=F (p); F(0)=arctg (+ оо) -+arctg i= 


1+е! 
t 


п. 


1 1 
= arctg =+ arcet 
= arctg + arctg 7 


o 
-t 
l'or consiguiente, según la fórmula (1) | кн 


4 0 
Е € — МР 


CE \ 2p 
› 5.16. il zen PII 


e. аек рур =orotg 1 arctg —— үн! véaso la solución del 


z 
problema 5.15. 5.18, arctgz. € Póngase D(t, Mimi m7 7 
549. arcsen т. e Póngaso O(t, z)e — TL. 920. 52, 
y Io 2 
tsen т 


44 Empleamos la función genoradora Ф (t, A= osr фае 


» 
mt 
= Sy била. Tenemos O (7t, e a ДЖ 
1—2е-!созт—е-%' P 


z-" 


n(0=1(0, n(0-1 para £220. Por la fórmula (5) hallamos 
D 


+% 
ent 
== j ШИШЕ — 
р} Є'—©оз a)? 4 sen? ж 


08 z 


z mw 
puesto quo —aretg (— ctg 2j arctg(etgz) — arotg?. uer. 
z NEZ 
— aretg («3)-3- entonces T= -r+ = =. 
5 ES " ы 14-tcosz 
5.21. —1п (2 [eos 2) . € Empléese ol desarrollo т-у 7 а 
$ 14 соѕ= 
zm b (— 1)" (t cos nz, poniendo Ф (2, DA sr" 
n-0 
ва. tite) qu __ 6000-0008) 
трна соз р реа ^ TE 7 
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elia (е-е) arta a 1 " 
3, 26.4. 2 6.5. k 
6.3 399 6.4. (аў 5, ЫТ € Según 
. (пту. аты | А 
la propiedad 3, а). 66. ==> оре = meh 


m-i 
mu » Che m-ng para m 2» к. ө Según la propiedad 3, b). 
(02.1) - 

sen $ 
ет—созр 


еа 


6.7. arctg . 4 Aplicamos la fórmula de integración de 
© 

ке еч sen B dq. 

A 


la representación (propiedad. 5,b)): ATA 


4 
о 
EN! eu sen fj dq m ei—cosp |» — sen р 
e CET sont p = t8 — re 
4 
(vaa IN ац) 
68.1 (у) = — ор o EUA: 
2 d 
Я ETE nt х= (/ 3)nt сов 221 
69. (н) = вп 07 соз Ea. 640. (n) (/2)"*! cos Tm 
e Empléensc las fórmulas рага las representaciones de ipa 
а" sen Вл y a” cos pn (ejemplo 3 y problema 6.2). 6.11. тан m^ = CR, 


642. peop беп B— 2n 0008420 sen (o— IB para nid. 
баз. 20D. ө Empléese la fórmula de multiplicación de las 
ЕЧ 
representaciones, 6.14 A R 6.15. = 2 
CH тауа CACA 
6.16. ael nee (I 29). 647. i nietis, 


" 
6.18. а= БОЯ, 649. — zs — (229 — z) 4 4 (4 — 29) 29 


=C,+C,:2%. 6,20, 25, —2^— (41). 621. ха —(z,—22,—2) 3n} 
+(1— zi + Bay) 2" AMS «BG, 622. (A 
293%, 9 yíQ—2(—1)—22—3^ 623. 1 ® 


Shen 

2908 за C28 C3, уа aeo qn Bo ro gn 
3 

— — QV ana cyan, 
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A NUESTROS LECTORES: 


Mir elita. libros soviéticos traducidos al español, 
ingles, frances, árabe y otros idiomas extranjeros. Entre 
ellos figuran las mejores obras de las distintas ramas 
de la ciencia y la técnica: manvales para los centros de 
(perior y escuolas tecnológicas, literatura 
ucias nalura E médicas. También se incluyen 
udis relin libros de di: vulgación científica y ciencia- 
ficción: 

Dirijan sus opmiones a la Editorial Mur, 1 Rizhski 
per, 2, 129820, Moscú. 1-110. GSP, URSS. 


